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Vorrede« 



Der Zweck roriiegender Schrifl, die b«reiti zu Osteni 18&3 fast 
in derselben Gestüt, in welcher ich sie jetet dem Pubficum äbeifebe, 
vollendet voiisg, an deren TeröS^nllicbung ich ibtr tbeils durch Ter- 
baitnisae, tbeils weS die Ansfabning ein«r anderen Arbeit (über die cy- 
cÜBclien Curven) draug;le, veiiiiiidert war, ist, emen Beitrag lur Ge- 
äcbicbte der böheren Hitfaematik tu liefern. BÜt Becbt bat schon Herr Dr. 
Gerhardt in geiner „Entdeckung der hAberen AnalfBis" Aber die Vemach- 
lässtgnng derselben Klage geführt nnd auf ihre Wichtigkeit IQr die' AuTstel- 
lung einer naturgemässen Methode aufmerksam gemacht; es mag daher Uff 
nur noch auf einen anderen Vorthml hingetviesen werden, den eine ver- 
traute Bekanntschaft mit der Entwickelungsge«ehichle nicht allein der Bb' 
thematik , sondern flbeibaapt jeder VTissensdiaft mit sich führt. Idi finde 
denselben einmal darin, dass durch sie ein richtiges Urthea Ober den ge- 
genwärtigen Stand derselben ennOgKcht, zweitens aber nnd gani bestmdars 
darin, dass durch sie vermflge der von ihr hervorgebrachten 
Erweiterung des Gesichtskreises die allgemeine Bildung ge- 
fordert wird. Denn wenn Gari der fOnfte sidi didtm anasprach, so rieh 
Sprachen idi lerne, auf so viele Arten lerne ich ein Mensch zu sön, so 
kann etwas Aebnliches gewiss von der Kenntniss veracldedener Methoden,' 
anf welche ISsciplin sie aich aoeb bttiehen mSgen, behauptet werdaa. 
Eine jede veriangt, nm sie recht xil verstehen und lu würdigen, ebt 
Henuisgehen aus sidi s^st, nnd ein Steh - Venetzen in den Ideenkrels 
und den Gedankengang efnes Anderen; das beste Mittel, eine nur schld- 
liebe Einseitigkeit zu veriiuten and dem Gefete Gewandtheit nt Tersebaffea. 
Durcft Herbeffilhrung der letzteren tbcr wh^in der Mathematik nn BeaMde- 
reo zugleitih der pnfttische Nutzen eines solchen Studimos wie du bezejcbnet« 
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herrorgenifen und dies ist folgender: Es tnuss das Sü^beo eines jeden 
Mannes der Wissenschaft sein, diese zu erweitern und durch Auffindung 
neuer Resultate ihre Grenzen weiter hinausKurücken. Hierbei aher bereitet 
oH zwar nicht die Unzulänglichkeit der vorhandenen HülfBuiittel, aher doch 
ihre Unanwendbarkeit in einzebien Fällen grosse Schwierigkeiten. Gerade 
solche Fälle aher sind zu untersuchen, denn Alles, was auf dem gewöhn- 
lichen Wege gefunden werden kann, ist wtweder schon dai^elegt oder 
hlos deswegen nicht ausgesprochen worden, nicht weil es unbekannt, son- 
dern weil es allzu gewöhnlich ist. Es ist daher Jeder, der etwas Neues 
Torbriog^ will, gen^thigt, eine eigene Bahn einzuschlagen und eigene^ Foi^ 
scbuBgen anzustellen. Wie das im Einzehiea zu machen, darlUier lasstti 
sidi keine Begplu geben, das ist Tiehnehr Sache de^ Uebungt 4es scbar- 
lea Blickes, des Talents. Immerhin aher wird esrverthedhall' sein, üb«*' 
mehrere .Methudep verfügen zu können, m», weim die eine versagt, zur 
anderen zu greifen. - Die Kenatniss solcher verschiedenen We^^ Au^aben 
zu lösen, verschafft aher gerade die Geschichte der Mathematik; -ich ver- 
weise mir auf Newton's Methode, aus einer gegebenen Fluxions- oder Dif- 
Cerenzial- Gleichung die abhängig Veränderliche in Form einer Reihe darzu- 
stellen (s. S. 3.); auf Newton's: und Tschirnh&useus Verfabreo bei der Qua- 
dratur (_&.%. 3. u. $. 7.); auf Robervafs und Nieuwenüit's Lösung des Tan- 
gentenfu-oblems (s. $. l.u.$. 10.) u.s. w. Ihre Kenntoiss d&rfte daher, be- 
sonders für den Anfänger, nicht obne Interesse und Nutzen sein, so^vohl 
in icin wissenschaftlicher als praktischer Beziehung. 

Es kjonnte nun aber einmal nicht meme Absicht sein, ^e ver- 
schiedenen Metboden jede in, ihrer AusfUirlichkeU anzugehen, gondera 
nur, auch Andere zum Selbststudium derselben anzuregw und ihnen in 
diaser meiner Schrift dabei eine Erleichterung zu verschaffen. Wer es 
selbst versucht hat , maUienMtiscbe Schriften aus einer früheren Zeit , z. B. 
aus dem ITten Jahrhundert zu lesen, wird wissen, dasa iliese Arbeit nicht 
gerade zu den leichtesten gehört, weil die ganze damalige Dmk- und Dar- 
steUuitgswetse eine von der jetzigen so ganz verschiedene isL Specielle 
Sätze, die gegenwärtig, eben weil sie keine Bedeutung für. du Ganze ha- 
ben, höchstens beiläofig erwähl^, werden , galten damals als allgemein be- 
kapnte, wichtige Theoreme, und indon sie oft aus den verschiedwaten 
SchrütsteUern, der eine aus Euclid, der andere aus ApoStmins, od 
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drittarl»! dcD SdnÜea eines OriU«n zuMlBiiiailgetngea «anien, uUte. 
ntaa'au«' ifaoca qA die BeW«n* nMsiAartig lutaMiun, wibrcnd bingcgea 
andcn Sitte, die gegoiwirüg JedemuDB keairt, erst kauiB geahnt waren. 
GewahnÜr^ aber wurden neue Lehnitae danuU obae jede BcgräDdung hin- 
gestellt, man niAcht« fiut sagen in Form von Beccpten, iwkn blos das 
rets mechaniscbe Verlakren an§(gebea ward ; eOtwed«- weil man- in der 
That enen Beweis nicht hatte and «ur weil sich das arhaKene Rasultat in 
einigen PÜlen als richtig erwieien hatte, ssgleidi tthloss, dau dies atetg 
statlhabea werde, oder aber weil man, eiiMr noch mittelalteriichen Gebtöm- 
nisslhuerei huldigend, es liebte, sich und seine Batdedang mit dem Schlei« 
des GebeiniBlssralfen nnd WmidarbarBn xu Bn^eben>, woU wissend, wel- 
dwn Eindmek das läieridirfoare aaf manche Gcüter 2u machen im Stande 
ist, und dHS. auch das Gewöhnlidie auf diese Weise den Anstrich des Be- 
dautendtn und Wichtigen arbalt. So kommt es denn, dass der, welche* 
es sieh zur AufjgAe maefaf, nur die Gardhul|iuqkU hinzuatellen, Vieles, 
HachdMn -es,, oft mit Hflhe und Zatvfciiust, entziffert ist, wieder verwerfeic 
natf so Haiiohei umsonat leaea roitts. Ich. habe nun, am ein möglichst 
traies fiüd Tpn'der Art und Weise, ide fädk an jeder der in dieser Sotarift 
erwibnteu Mimer ausdrddrie, m versehaffea, die Salze «rst in der Form 
wiedn-giBgeben , wie sie sidi bei ihnen landen, sodaui aber diesei^, in- 
dem ich' das Amen lu Grunde liegende Priodp hiazustellen versccbte, si« 
einestbeüs in der jetzigen Sprache dw Wissansohaft ausgedrückt, andemllieihl 
ihre Hiofatigkeit. oder Unrichtigkeit gq>rQfl, nnd glaubte in dieser Be- 
sehung meine Aifaeit als eine historisch-kritische beieichnen zu dürfen. 
Es war zwcstens meine Afcsidit, nur die Principien der hOherea 
Analfsis zu berflckuchtigen , weil die AofsteHung doreelben der bei weitem 
Sidiwieiipte und wkUigste Schritt in der Geschichte der Hathnaalik war, 
und Wfil ihre BegrDndui^ eine so mannigfaltige 8tr den Mathemaliker so- 
wohl ats Philosophen interessaBte ist. Zu diesen Principien rechne ich die 
rein analytischen Fundamenlalaltte der Dübrenzialredinung , die Methoden 
mr Löaung der eiofactwien auf etettg gekrümmte Linien sich besiehenden 
Aid^aben, nnd endlich die Theorie der nnettdlicben Reiben. Die geome- 
IriadMD PnAlemesind, da sie den atten Anlass zur Entdeckung der hö- 
beven Aatljws gaben, und indem an ihnen hsl aBe Methoden sich ent^ 
widifllteil. Mm Auagangaponkt« g^nommoa wordMi. Bei dar DantisUung 
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derscBiea staAd mtr ein doppelter Weg offin, entwoAir'etoe ffüaafarMnr. 
lA^scbe tlMhenrolge elnmhaheii, wodnn^ sher Verwaiidtafl fpriniint. V«c-: 
Mlliedeaar(lg<>^ nahe an einander gerOokt worden vfea; oder, da* Gleidi- 
artige im Zusammenhing zn behandeln, jode Sbstlioda tat skk iartih'' 
alle Stadien 3irer Ausbitdung htndurcli lu Terfe^en uod lU aiil\nckelii> Ich 
zog Letzteres ror und theitt« daher Aea Stoff in dr«i HMipUbHliiiitto, iih 
ren erster die aoT die VOTstething der Bewegung g^rnndatcn TheorieB, die 
ich anter dem Nameo TlnxionsrechnuDg im weiteren Sinne lUMmmtin- 
bsBte, der zweite die Leäinihscbe DiffereniialredUning, der dritte, die La- 
gnnge'sche Dprifations- oder FunclioDsrecfanaag enthält. 

Es lileiM mir nur noch «brig, der Sohriflen. des Hhrm Dr. G«rtiardt. 
m gedenken. AuT sie weise ich, wie ich es ioi EbtMlhea getlaii, 84 hitf 
im GoMun iidedräekfith hin, da ich, ym einen festen Anihngspinfct n ge- 
winnen, Manches ds bekannt' visrattssetteti nnistta, wie s. B.' die CsnUn'acb«. 
Lehre des Untbeilbaren, Femat's TfaRgeottnmetbMciise^ Bcfitimmudg dv 
Maiima und Mininia u. s. w. , was sich in Icn getiannten Schfiften «HiUrt 
flndM; auch habe ich die dens^en als Bedien he^egAeeen Kktaiucriiito 
Leibniiens dem Ober ibn hasdefaiden Paragraj^to itt Grudda gelegt Was 
femer den Umstand betrifit, dasi ich einige berdtt von He»n Dr. G«ito^' 
in seiner „Entdeckung der bOheran Anilyais. 1855" MwSbnle Menden 
(^ni^ behandele, so habe itib mich nur deriiaib und gerade ^balb bot 
VerbffientliohuDg meiner AHieit entsddoseen, «eÜ ich oricli:äbte«eugte, dass 
ich in derselben diese Methoden durdi Eingehen in das Einzelne und ka- 
fOhren ton Beispiele» aHsTührlicher erkläre und ich bei dw Sdicabeit 4er 
betreffenden Werke glaubte, es werde Denjenigen, die nicht in def Lage 
sind, diese selbst einzasehen, erwünscht sein, soviel als m6gUch äter sie 
In erfahren. Sodann aber habe ich auch nicht iberaU die Angädit des 
Herrn Dr. Gerhardt thrilen kAnnen, wie ich dies xum Theil in eioMn Auf- 
sitze kn XXV. Bande den Grunert'scben Archirs benü« angespiroeben 
Mm und glaubte auf manche Stellen gerade in den LÖbnisiscbenBlana- 
scriptM apAnerksam mactien m müssen, die mir mttn llrdieil zu beaiaüg« 
schinwn. Mit räaem Worte ich war der Meinung, es dOife meine Schrift 
zum l%eä als «ne nicht unwillkonmieae Ergänzung, znm llieO ab diM 
Weit^lUimng der Arbeit des Herrn Dr. Gerhardt angesdicn «erden, i>id 
fiige not iioA hhitu, dass vitAeicht gerad» jettt «mi AugfDfarlicbei« Er- 



by Google 



— »11 — 

wähmiDg Nieuwentiit'g (s. S-l**.) am so mehr gerechtfertigt ist, als aus 
dem kflrzlicb tou Herrn Dr. Geiiiardt herausgegebenen BrieFffechsel Leib- 
nizens mit dea BemouUi'B ersichtlich ist, wie lebhaft denselben dieser Mann 
und sön Angriff auf die DUTerennalrechnung iuteressirt«. 

So fiber^be ich denn das Büchlein der OeffentUchkeit mit dem 
Wunsche, dass es mir gelungen sein möge, etwas beigetragen ni baben 
zur Anregung und Erleichterung des Studinms der Geschichte der Hatbe- 
matik; wobei ich nicht umhin kann, ganz besonders der aach leichter zu- 
gin^chen Acta Eruditorum von ihrem Beginne 16ä2 bis in den Anfang 
des 18ten Jahrhunderts als einer nicht genug zu beachtenden Fundgrube 
Ernchtbarer Ideen zu gedenken. H3tte icb mein Zid, dem mÖgUchst nahe 
zu kommen ich mit den mir «i Gebote stehenden IGtt^ redlidi bestrebt 
gewesen bin, nur irgend eiracht, so wflrde ich mich, in der Ueberzeu- 
gung etwas Nützhches gefordert zu haben, hinlänglich belohnt Iflhlen. 

Die Ausstattung, namentUch die SchSrüe des Druckes, dürften schwer- 
]ioh etwas lu wünschen übrig lassen. 
ItoDD, Weihnacbten 1S6S. 
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Einer der grfissten Männer des siebzehuteu Jabrhunderta war un- 
streitig Ren6 Descartes (1596 — 1650); denn er war es, der nicht alldn 
der Phitosophie eine neue Bahn brach , indem er sie von den Fesseln der 
mittelalterlicben Scholastik befreite, sondern auch den mathematischen Wis- 
senschaften ein ganz neues Feld eröffnete. Bis auf ihn hatte man üch auf 
eine Compilation , höchstens auf eine quantitative Erweiterung der vOn Ae^ 
Alten geliindenen geometriseheu SStze beschränkt, deren Hefliode nur dis- 
continuirliche Figuren zu behandeln erlaubte, und daher, wenn sie sich 
auch nup an diu einfachsten der krummlinigen Gestalten, die Kegelschnitte, 
wagte, nur mit grosser Mühe einzeln dastehende Resultate an das Licht 
briugen konnte; Descartes war es, der den Grund legte zu einer metho- 
dischen Untersuchung der krummen Linien, und somit eine nicht allm 
quantitative, sondern auch, und dies ist das Wesaittichste , qualitatire Er- 
weiterung der Wissenschaft herbciföhrle. Fragen wir, wie es möglich war, 
da&s er, ein Einzelner, dieselbe mehr förderte, als es ein ganzes Jahrtau- 
send vor ihm vermocht hatte, so ist die Antwort: ihn befähigte dazu die 
Erkenntniss eines einzigen Grundsatzes, zu der er gelangte, die Erkennt- 
niss nämlich, dass der Begriff der Veränderung in die Geometrie «n- 
znlitbren sei. Descartes aber erkannte wohl, dass dieser Begriff, falls er 
zur Erforschong geometrischer Wahrheiten oder zur Erforschung der Eigen- 
scbafteD von Figuren, also Dingen, denen eme reelle Existenz ausserhalb 
des menschlichen Geistes zukommt, dienen soll, auch äusserlich darstellbar 
und der Rechnung zugän^ch gemacht werden müsse. Zu^eich aber 
konnte ee ihm nicht eotgohen, dass dies iu der remen Geometrie unmö^ 
Wtiinntcrn, Primi. i.m,.iML l 
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lieh ist. Denn in eine gegebene Figur können zwar neue Linien, Winkel 
u. B.w. hineincongtruirt werden, und jede Construction ist Bewegung, jede 
Bewegung aber Veränderung, allein, so Ihichtbar sich diese Bemoiiung bei 
Betrachtung unstetiger Gebilde erwiesen hatte, so fruchtlos waren alle Ver- 
suche geblieben, sie zur Erforschung stetiger anzuwenden, denn hieran war 
ja eben die Methode der Alten gescheitert. Descartes musste sich also 
nach einem andern Theile der Mathematik umsehen, der einersHts ge- 
schmeidig genug sei, um für die äusserliche Darstellung des BegriCTes der 
Veränderung dienlich zu sein, andrerseits aber audi eine Anwendung auf 
die Geometrie zulasse. Da nun kurz vorher Vieta (1540 — 1S03) durch 
Einführung der Buchstaben statt der Zahlen der Arithmetik ihre wissen- 
schaftliche Gestalt verheben hatte, da femer Descartes gerade durch arith- 
metische Forschungen, über die Auflösung der Gleichongen , zur Erit«tnt- 
niss des Begriffs der Veränderung gelangt war, da femer die Arilfametik, 
als ein reines I^oduct des menscbhcben Gektes, frei von den Besclirän- 
kungen, die die Natur des Raumes der reinen Geometrie auferiegt, sich 
weit eher als diese zur Darst^ung eines Gedaidcens eignet, war es tutit- 
hch, dass er in ihr den Tbeil der Matbematft eiMckte, dessen er be- 
durfte. Indem also Descartes die charakteristische Eigenschaft emer jeäea 
Cnrve durch eine arithmetische Formel ausdrückte, iu weldier zwei ver- 
Snderliche Grössen Mithalten sind, eine Methode, £e unter den Namen 
„Analytische Geometrie" bekannt ist, hatte er zugleich den Anstoss zu 
einer Entwickelung der mathematischen Hsciplinen gegeben, die er selbst, 
wMiigstens Anfange, schwerhch geahnt hat. Einmal nämlich ward durch 
das Postulat, in einer einzigen arithmebiscben Formel mittelst des Begriffs 
der Veränderung die charakteristischen und mithm aui^ alle aus ihr fol- 
genden Eigenschaften einer Curve darzustdlen, in Ae Arithmetik der Be- ' 
griff der Function eingeführt, durch den sie sich znr Analfsis ^hebt, 
sodann waren jetit Arithmetik oder Analysis und Geometrie in eine Wech- 
selwirkung getreten, vermöge weicher kein Fortschritt in dem einen Theile ' 
(Ane einen mtsprecbaiden Fortschritt ün anderen möglich ist. Es liegt I 
mithin ein doppelter Weg vor, entweder vom Begriffe der Function aus- 
gehend die Natur der Curven zu untersuchen; dies ist offenbar das S^wie- 
rigste und Abstracteste, woher es denn kemmt, dass diese Methode am 
spätesten ausg^det wurde; sie ist das Prioiäp dw von L&grang« tnif- 
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gestdlten PeriTitions-Rechaung; oder aber, von der Geometrie und 
tfaren Postultatra geleitet, die Aiitlimetik und Analysis weiter auBzubitden, 
eine Htihode, die, Differenzial- und Integral-Rechauag genaout, 
ihroi Ursprung dem grossen Leibniz verdankL Alldn auch der letzteren 
setztoa sicli Schwierigkeiten entgegen, die Anfangs unüberwindUch schienen 
und, wie erwfihnt, erst durdi Leüiniz, mithin mehr als hundert Jahre 
nach der Einfuhrui^ der analytischen Geometrie in die Mathematik, be- 
siegt wurden. 

Dagegen schien aut den wsten Anblick eine dritte Methode viel lu 
Fersprechen. Es ist bereits oben erwähnt worden, dass Descartes den Be- 
griff der Teränderung nur mit Hälfe der Arilhmedk in die Geometrie eiur 
zufuhren vennocble. Allein es konnte nicht unbemeritt bleiben, dass dies 
noch auf eine andere Weise mägUdi sei, nämlich dadurch, dass man eine 
geg^ene Figur vor dem Auge des Geistes a^ eitstehen lässt, mithin sich 
in dea Process des Werdens versetzt. Denn das Entstehen oder Werden 
ist ja eine Veränderung. Diese kann aber ni(^t gedacht werden ohne Be- 
w^ung. Es lag mithin nahe, sich zur Erforschung der Eigenschaften der 
krummlinigen Gestalten statt der Arithmetik, wie es Descartes gethan, der 
reinen Bewegungslehre oder Phoronomie zu bedienen. Dieser Methode nun, 
Fluxions-Rechnung genannt, wandten sich alle diejenigen zu, denen 
die Cartesische Lehre nicht zusagte, die aber sich über die Geometrie der 
Alten erheben wollten-, sie war es ferner auch, die, wahrscheinUch ihrer 
grösseren Anschauhchkeit wegen, am Frühesten versucht wurde und am 
Frühesten zu wichtigen Resultaten führte. Ihre schönste Frucht sind New- 
ton's „Priactpia philosophiae naturalis mathematica ". ICermit aber hat- 
ten ihre Erfolge den Culminatioospunkt erreicht und sie wai-d dmch die 
Leiboizische Differentialrechnung aus GrOnden, die sich im Folgenden er- 
geben werden, verdrängt. 

Indem es nun der Zweck vorhegender Schrift ist, die AusbUdung der 
Principien der höheren Analfsis historisch zu entwickeln und kritiich zu 
beleuditen , so zerfällt dieselbe dem Bisherigen zufolge naturgemäss in drei 
Abschnitte, die, in chronologischer Reihenfolge geordnet, die obigen drei 
Methoden , die Fluiionsrechnung als die zuerst zur Ausbildung gelangte, 
die Leibniasche Differenzial- und Integralrechnung als die nächste, und 
eodlidi Lagrange's Derivationsrechnung behandeln. Die beiden ersten ver- 

1» 
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dankeii ihren Ursprung, vie im Voriiergehenden erwähnt worden ist, der 
Geometrie, indem der erste Anstoss zu ihnen durch geometrische Probleme 
gegeben ward. Von der Menge derselben waren es besonders drei, die 
von den Zeiten Descartes bis auf Leibniz alle Hatfaematiker auf das Leb- 
haftest« beschiftigteu und deren Lösung eben auf die Entdeckung der 
Fluxions- und Difterenzialrechnung führten. Diese drei Probleme Bind: 

1) Eine Methode zu finden, mittelst deren an jeden Punkt jeder Gurre 
eine Tangente gelegt werden kann; das s. g. Tangentenproblem; 

2) eine Methode zu finden, durch die der höchste oder tiefete Punkt einer 
Curve bestimmt werde: das Problem der Bestimmung der Haxima 
und Minima, und 3) eine Methode aul^stellen, durch welche eine 
krummlinig begrenzte Fläche ihrem Inhalte nach ermittelt werden kann, 
das Problem der Quadratnr. Die erste dieser Aufgaben hatte bereits 
Descartes fOr Curven, deren Gleichung ein algebraischer, rationaler Aus- 
druck ist, gelöst, für aUe anderen hingegen hatten sidi ihm unOberwmd- 
hche Schwierigkeiten in den Weg gestellt und er halte , unter dem Vor- 
wande, alle anderen Curven (die allerdings meist in der Mechanik vorkom- 
men) seien mechanische, die Lösung der genannten drei Probleme für die- 
selben sei also eine Aufgabe nicht der Geometrie sondern der Mechanik, 
die Schwierigkeit zu umgehen und von sich abzuwenden gesucht. Das 
zweite Problem hatte der auch in anderen Theilen der Mathematik ausge- 
zeichnete Peter Fermat weni^tans für einfache FäDe gelöst. Die dritte 
Aufgabe war ebenfalls, aber nicht ohne manchen Zweifel fibrig zu lassen, 
von Cavaleri (1598 — 1647) erledigt worden"). Immer aber mangelten 
noch für alle drei Probleme allgemeine Methoden , durch die in allen Fäl- 
len die Lösung herbeigeführt werden konnte, und sie bildeten daher noch 
immer den Mittelpunkt, um den sich die Kräfte der vorzüglichsten der 
damaligen Mathematiker gruppirten, und sind daher bei der Schilderung 
sowohl der Fluxions- als der Differenzialrechnung vorzü^ch zu berück- 
sichtigen. 



*) Die genannteD Lösnogen von Deseartes, Feraial, Cavaleri Önden sich 
(targeBtellt in: Dr. C. I. Gerhardt's „Gescliichte der EnldeckuDg dei Dime- 
ren ilalrechnuDg durch Leibniz", Halle 1948 und in desselben: „Die Ent- 
decbung der höberea Analysis", Halle 18S5. 
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Capitel I. 
Die Flmioiisrtckiiiiiig. 

f 1. 

RobervaTs Hetboile. 
Der erste, der, gegen die Geometrie des Descartes Opposition 
machend, sich eine eigeDthfimliche aul den Begriff der Bew^ng gegrün- 
dete Methode bildete, mittelst welcher er das Tangentenproblem zu lösen 
versuchte und in mehreren Fällen auch wirklich löste , war Roberval 
(1602 — 1675). Der Gedankengang*), den er befolgte, war etwa folgen- 
der: Zunächst setzt ler kurz die Fundamentalbegriffe der Mechanik aus- 
einander, unter denen jedoch gerade derjenige, der für sein Verfabren von 
der grßssten Wichtigkeit ist, der Begriff der „Geschwindigkeit", fehlt, und 
erklärt das Parallelogramm der Kräfte. Hierauf wendet er sich zu der 
eigenÜicben Aufgabe, nämUch zum Tangentenproblem und stellt über das- 
selbe folgendes Prinzip auf: Jede Curve lässt sich durch Bewegung eines 
Punkts entstanden denken ; aus der Art und Weise nun, wie sie (die Gurve) 
construirt wird, lassen sieb die Kräfte, die an jeder Stelle d.b. an jedem 
Gurrenpunkte auf den beschreibenden Punkt wirken, sowohl ihrer Grösse 
als ihrer Richtung nach bestimmen; werden diese Kräfte nach dem Gesetze 
des Parallelogramms vereinigt, so muss die Richtung der so erhaltenen 
Resultante die Richtung der Tangente im betreffenden Curvenpunkte sein. 
Ein Beispid mag dies erläutern. Es sei die Tangente an einem Punkte P 
(Fig. 1.) der Apolloniscben Parabel gesucht. Die Constmction derselben 
stützt sich nun bekanntlich auf die Eigenschaff dieser Linie, dass die Leit- 
strahlen FP von einem Punkte F, der der Brennpunkt heisst, nach dem 
Gurvenpunkte P gleich sind dem Abstände PQ desselben Punktes P von 
einer Geraden, die in einer Entfernimg ÄO^ÄF, wenn A der Scheitel 
ist, senkrecht zur Parabolacbse gezogen ist, und Directrix heisst. Man 
construirt also die Parabel, indem man in den Punkten der Achse, z.B. 



*) Sein Verfahren findet sich in den: „HMoires de l'academie royale 
des Sciences. D^puis 1666 jusqu'ä 1699. Paris, 1730. Tome VI. in einem 
Aufsätze: „ Observation s snr la campositiou des mouveraents et sur le mojen 
de troarer lea touchantes des lignes courbes" niedergelegt. 
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in M Parallele zur Directris ziekt, und dann von F aus mit dem Halbmes- 
ser OM einen Kreis schlägt, der mitbin die in # erricbtete Ordinate in 
Punkten der Parabel scbneidet. Denken wir nns nun, der bescbreibende 
Punkt habe am Orte P zwei Bewegungen, die eine in der Ricbtung des 
Leitstrahls FP, die andere in der Bicbtung der Achse oder der Linie QP; 
80 folgert Roberval aus der Bedingung, dass stets (?P= FP sein muss, 
dass auch die Geschwindigkeiten in den Richtungen dieser beiden Geraden 
gleich sein müssen, dass mithin die Richtung der resultirenden Geschwin- 
digkeit und also auch der Tangente gefunden werde, indem man den Win- 
kel FPQ halbirt. Complicirter wird das Baisonnemenl, durch welches Ro- 
berval an die Concboide, Cissoide und Ärchimedeische Spirale Tangenten zu 
legen suchte; besonderen Werth aber legte er darauf, dass es ihm gelun- 
gen war, auch für die Cycloide, eine Curve , die wegen der Schwierigkei- 
len, die sie den Mathematikern der damaligen Zeit entgegensetzte, bei den- 
selben Berühmtheit erlangt hatte, das Tangentenproblem zu lösen. Es 
wird daher nicht ohne Interesse sein, Roberval's Verfahren auch bei dieser 
scheinbar*) verwickelten Curve zu beschreiben. Zunächst wird nieder die 
Definition derselben aufgestellt, und zwar folgendennassen. Auf einer Ge- 
raden AB (Fig. 2.) gleite ein Kreis mit dem Halbmesser mB=r' tun ohne 
zu rotiren, und zwar gleite er mit der linearen Geschwindigkeit C\ zugleich 
aber bewege sich ein beweglicher Punkt auf der Peripherie des gleitenden 
Kreises mit der ebenfalls linearen Geschnindi^eit c. Je nachdem nun 
c<ZC, e= C, e>C ist, ist die Bahn, die der bewegUche Punkt vermöge 
der doppelten, nämlich einmal der geradlinigen, sodann der Kreis-Bewe- 
gung beschreibt, bezügUch eine verkürzte, gemeine, verlängerte Cycloide; 
eine Defmition, deren RichUgkeit sich leicht nachweisen Usst, indem sie 
auf die bekannten Gleichungen dieser Curren führt**). Nehmen wir der 



") Bei genauerer Untersuchung stellt ea sich heraus, dass die Cycloi- 
deoartea wegen der Eleganz und Anschaulichkeit ihrer Entstehungs weise, wo- 
rin sie leicht die KegeUchnilte übertreffen darflen, jedenfalli onter die Cur- 
veo gehören, die sich zur Anwendung der Robervarschen Hethode am beaten 
eigDCD. Ja, es llsst sich bei ihnen mittelat derselben sogar der KrQmmungs- 
halbmesier auffinden, wie ich diess in mainer Schrift: „Die cyclischea Cur- 
ven etc." nachzuweisen versacht habe. 

**) Hat sich nSffllicb der gleitende Kieia in der Zeit I von A ntdi B 
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ffiaftddieit ivegfln an, die Geftdiwiadif^aten G und c seien gleich, witt 
omtieQ dea BkUnnesser des gleitenden Kreises mB, r, so ergiebt sich für 
Ae dann enlstebende femeine Cycloide folgende Coastruction: Man mache 
A€ (Fig. 9.) gMeh dem UmCuige des rollenden Kreises und theite dasit 
sawolll ÄC ab dea Kreis in dieselbe Anzahl gleicher Theile und »ehe in 
der fis&e des fidbrneseers OB eine Paralleie iViV, zur Basis AC, die von 
den in den Tbeibngspwiktea ij, i,, ... ertichteten Perpendäeln in den 
Punkten A|, N^, ... in diescfte Aniohl gleicher TheUe getbeilt wird. Dann 
siehe man NtPt)\OBi, N^Pt^OBt, u. a. w. und mache die Linien JViFi = 
A'jP,=9 . . . f^ffldi dem Halbmesser r des gleitenden Kreises; dann ist die 
durch A« Pimhte Pi, Pj , ... bestimmte Linie one Cycloide (von Rober- 
Tal auch Trochoide oder roulette genannt). Der beschreibende Ponkt des 
ertettgendeB Kreises hat nun an jedem Orte P zwei Bewegungen, Ae eine 
paraHtd tur Bana ÄC gerichtet und benrorgenifen durch das Gleiten des 
ferzeugnsqpkreises , die attdere m der Biehtnng da* TMigenle des Punkts 
jP aa dbnfielben, herrorgerufc« durch die knosende Bewegung des be- 
schrbflfeadm PniAtes. Indea nun der Voranssetzmig nach diese zwei oem- 
poUvMdeB Gesckwind^keilen gleich sind , wird die Diagonale des aus den 
beMeü ^eidMS Componentm PD und PB canstruirten ParaUelogramms 
den Winhe) ßPM halbirea mQssen , und sie ist lugleidi die vo-Jaeigte Tan- 
geste an die Cfdeide. 

Wie aaa ä^, fast Boberral ä ätt Eittclcrung seiner Methode die 



teWegl, so ist die Streck« AB^ Cu Hat ferner der bewegliche Pankl an- 
tm%a Ol A gestaiden, ao ist Bogen flP>B ci, miibin, da Bm=:r' isti 

^ BmP=^—; ftilglich die Abscisse AM des Punkts F, die x heiue: x = 
€i — r'sini —.1 |, uad die Ofdinile UP, odery, JslD=sr' — r'cosi -^.( ); 
Setzt man nun ^BmP oder —;t = te, also t=—^—, so wirdx^ — r'.w — 
r*»!!! tp; ys= H — r'cos«; oder wenn wir —r* = r setzen: a: = r.i() — r' 
sinio; y == 1^(1 — costc). Das sind aber die Gleichungen einer verkQrzten 
oder Terlangerteti Cjcloide, so lange C>c, also r^r* ist, (Vergl. neine 
„CjcHsehea (Arten etc." J. 8. 8) sowie pag. 97 — 99). Wird aber C = e; 
ide* rssy', i» erittlt Bim die gemeine Cycloide. 
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Begriffe von „Kraft" und „ Geschwind) j^t " , indem er sie als identiscke 
gebraucht, nicht hinlänglich geschieden, und sich Öfter des noch allgem«- 
neren Ausdrucks „Bewegung" an ihrer StaU bedient Wenn nun schon 
durch diesen, übrigens sehr verzeihhchen Umstand — man weiss ja, wie 
lange es dauerte, ehe die Grundbegriffe der Mechanik zur Klarheit gelang- 
ten — die Durchsichtigkeit seiner Darstellung getrabt wird, so gescbieU 
dies nodi mehr aus folgender Ursache: Es wird Niemand entgangen sein, 
um wie vieles weniger deutUch und anschaulich die Anwendung seines Ver- 
lidirens auf die Parabel als auf die Cycloide ist. Der Grund hiervon scheint 
dieser zu sein. Bei der ersten Curve nimmt Roberval dieselbe als gege- 
ben, als vorhegend an und sagt nur, sie hat bekanntlich die Eigenschaft, 
dass die Entfernung jedes ihrer Punkte vom Brennpunkte gleich ist dem 
Abstände von der DirectriK , und dieser Gedanke hegt nun seinem Beweise 
m Grunde. Ganz anders verhilt es sich mit der Definition der Cycloide; 
denn durch diese sind wir genOlhigt, die Cycloide nicht als gegeben und 
vorliegend zu betrachten, soodem sie in Gedanken erst entstehen zu lassen. 
Diese Verschiedenheit rührt offenbar davon her, dass letztere Definition die 
Vorstellung der Be-wegung, die der ganzen Methode zu Grunde 
liegt, schon in sich enthalt, so dass die Anwendung deraeUien nicht mit 
der Definüion im Widerspruch steht, wie es bei der Parabel der Fall ist, 
wo wir plötzüch genöthigt werden, in eine schon fertig« und vorhandene 
Gorve eme Bewegung hineinzudenken. Wh- können daher als Gnindsalz 
aussprechen: Die Fluxionsmethode RobeFval's kann mitKIar,- 
heit und ohne Zwang nnr dann angewandt werden, wenn 
eine Definition zu Grunde gelegt worden ist, die die Vor- 
stellung einer continuirlichen Bewegung involvirt. Es soU 
aber hiermit keineswegs gesagt werden, dass ihr Gebrauch nur auf eine 
kleue Anzahl Linien beschrinkt sei , denn bekanntlich ^sst sich eine und 
dieseUie Curve meistens, man kann wohl sagen immer, auf verschiedene 
Weise entstanden denken und also auf verschiedene Weise definiren. Es 
ist daher mit dem eben ausgesprochenen Theoreme nur behauptet worden, 
dass man, um das in Rede stehende Verfahren mit Deutlichkeit anzuwen- 
den, erst eine solche Definition suchen oder auswählen muss, die die Vor- 
stellung einer, und zwar ununterbrochenen, Bewegung in sich ent- 
halt Da nun eine jede Definition eine Construction zulisst und bedingt. 
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so li^ im Vorigen ngieich die Beh«qitong: dass tnch nicht jede 
ConatructioD sich zur Gruadlage anaeres VerTahrens eig- 
net, sondern nnr die ans einer der angegebeaea Bedinguii|g 
genögendeo Definition hervorgegangene. Ein Beisel mag nir 
ErUutemng dieonu Bckuuitlicii entstdit die Cissoide fo^eadermaMen: 
Am Ende ü (Fig. 4.) des Durchmessers AD eines Kreises wird dne Seok- 
rechte auf denselben enichtet und vom Pnnkte Ä aus nach jedon Pnnkto 
B derselben eine Gnade gesogen. Wird nun auf oner solchen linkt ÄS 
von E aus em Stück EP = ÄB abgeschnitten, so ist ^ Cissoide der geo- 
metrisdbe Ort der so eiiiaitenen Pnnkte P. Aus dieser ErkUrung der 
Cissoide würde es schwer sein, ohne unklare Elemente beizumisdien, die 
Lage der Tangente nach Roboral's Methode tu ermitteln. Wir mAssco 
uns daher nach einer andern Definition umsdien. Eine solche ist denn 
auch nicht schwer zu finden. Man eiinnert sich nämÜch, dass dieselbe 
Cuire audi so constniirt werden kann: Auf die vom Punkte A aus ge- 
sogene Linie AS werde in X ein Perpendikel AC errichtet und vom Dnrch- 
scbnittspunkte C desselben mit der Kreisperipherie ein Loth auf den Durch- 
messer AD gelallt. Dasselbe schneidet (in seiner VerÜngerung) die Linie 
AB in einem Punkte P und der geometrische Ort der so gefundenen Punkte 
P ist wieder die Cissoide. Bei näherer Untersuchung dieses Vrafahrens 
zeigt sich, dass dies der geometrische Ausdruck lur folgende Definition 
der Cissoide ist: Es sei em rechter Wiidiel ÜAV gegeben, dessen einer 
Schenkel AO apfangs durch den Mittelpunkt ranes Kreises geht, während 
der andere Schenkel A7 denselben in A berührt. Nun drehe sich der ge- 
gebne rechte Winkel um den festen Scheitel A, und zugleich bewege sich 
von A aus auf dem Sdienkel AU, der sich um den Wiidiel u aus s&aee 
Anfang^ge herausbewegt und die Lage AV angenommen haben mag, ein 
beweglicher Punkt mit einer solchen Geschwindigkeit, dass die Verlänge- 
rung eines von ihm auf DA gefällten Perpendikels den Durcbschnittspunkt 
C der Kreisperipberie mit dem andern Schenkel AV, der sich ebenfalls 
um den Winkel u gegen sdne firühere Lage gedreht hat und in die Lage 
AV gekommen ist, triBl. Der sich fortbewegende Punkt wird dann ofiTen- 
bar die Cissoide beschreiben. IGeraus lisst sich nun leicht die I.age der 
Tangente an jedem Punkte P derselben bestimmen. Der beschreibende 
Punkt hat n3mlich offenbar das Bestreben, sich in zwei Achtungen zu be- 
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wigen; «imial suckt er, vamAgB dir BoCatiAB des SdNokels AV, airt 
dem er sieh befindet, in der ßichtang der Tangent« eines mit dem Ra- 
iüo» 4f beeGhriebtffiGn Kfwwb, ako senkredd zu AP, nach >a eicb ni 
bewegen; iweitens strebt er, m der Ricbtung wa AP letet weitar zu 
geh». Kese beideo Iticfatuiif)en ccMease« oäDoitat einen rechten WiiAel 
ei». E» kanntt ran ttaraof an, des VHiiUinisB der Gwdiwindi^eiian ai»- 
tedig lu machen, mit dtoen er in jeder dieset- zwei Riciituiigen fofttur 
g^en sicbl. Für Ae Richboig PB, die also seAntbt zu AP ist, ist 
Bon die lineare Geacbwmdi^eit leicht m bertehnisa. Sie ist nach einem 
der Fundamentals&tze dw .Dynamik, wen» die, twutante oder TerüadeffadM, 
Wnketgeednrindigkeit, mit der sich die S^enkel des reckten Vadal& 
^Ata, n genannt wird, f^mb ÄP.w. Bezeichnen vn- sie abo durch et, 
so erhaltea wir die Gleicinmg: 

et=^AP.«. 
Dn nun die Geschwindigkeit Cj, in der Hicktusg AP eu finden, haben wiir 
AP datA M aaieudr*f^n. Nun ai: 

CMU 

ader, da, wemi r der fiadiiis des gegM)äiea KrcUes iat, 

AC=i^.ii»u 
BBd AM=i2r . «■»* . 1* 

ist, seist: AP==ir.-^^. 

Mittelst dieses Werthes für AP können wir nun s«mohl «^ ab Ci durch w 
ausdrücken. Zunächst nämlich wkd: 

^„2r.?5lJ!... 
' eo$.u 

Inaofcm nun unter Geschwindigkeit der Grenzwerth des DJfi'erenzquotienten 

von Raum und Zeit, also der Difi'erenzialquotient verstanden wird, ei^ebt 

sich aus dem Werthe für AP durch Difi'erenziren nach der Zeit, die t 

heisaen mag, die Geschwindigkeit Cjves wird also: 

„ 2<iiiu.eoi*,M+«n'.« du 
•>=2r. ^;p^^~ •5-. 

was sich übrigens auch ohne Differenziakechnung Beweisen liesse. Nun ist 
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» udi t nichts sbAhm ah Ue Amlnick IBr Ae TOnkrigM ihwinÜ ^i fia 

to. Wr können also ancb sagen, es ist: 

„ a rill.». CO».'« + 1^.*« „ 
e, = 2r . — — — -r — .w. 

Nun Usst sich der Wertb fOr ^ offenbar schreibea: 

Ci = 2r.«tii.H.((»i;.«.to 
und der Werth Ittr Cj : 



e, = ( 4r. coi.u+2r . ^^ | . (aiij.« 



Es Twbait ach also: 

oder, da 2r«n.u = ilf7; 2r.'-^^^AP war und offenbar ar.Mi.*i = 

CMH 

CD = AB ist: c, :e, = AC:'Z.CD+AP. 

Nebsien wir also AC als Hsass der in der Richtung PG vorhandenen Ge- 
Bchwindi^ieit , so wird die in der Riditung AP Torhandene Geschwin- 
digkeitscomponente gemessen durch eine Linie, deren Länge =2.CD-\- 
AP=2.AB+AP ist. Ziehen wir daher, indem PO\\CA ist, durch A eine 
Parallele zu PC, m wird PG=: AC=:c,. Wird femer von B eine Linie 
AB' parallel zu AD gezogen und CD bis zum Dm-chBchnitte B' mit dieser 
Linie verlängert, »o wird offenbar CB'^Z.CD. Wird also Bf\\PC ge- 
zogen, so wird auch Pf ^2. CD, und wenn wir nun fF=AP machen, 
so wird PF = 2.CD^AF=c^. Wird daher aus P6 und PF das Pard^ 
lelogramm construirt, so stellt seine Diagonale PS die nach der Zeit t 
vorhandene Curvengeschwindij^eit des beschreibenden Punktes dar, nadi 
demselbeu Haasse gemessen, wie «| und e^, und ihre Richtung ist nigleicb 
die Richtung der Tangente im Punkte P der Cissoide. Daes diess in der 
That so iit, läest sich leicht rückwärts nachweisen. Nennen wir nämlich 
den Winkel, den die Linie PE mit dem Durchmesst' AD macht, t, so 
ist offeidiw: 

Hng.t es eotamg, I Aretmg. ( — | — » I ; 

1 + ^ - tim* 
oder: tanji,t =« — ■ 

- — tOMj.W 
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N^UMn mr nadi der Methode der analytischen Geometrie die Linie AU 
die AbsGisse und beieichDen sie durch jf, die Unie MP die Ordinate und 
bezeichnen sie durch g, so ist bekanntlich die Gleichung der Cissoide: 

Fcmerwird: «mff.«»»/ ^-— - ; «*».«=»/ 5-; »».«=y —si—; «1«* 

AC= 2r.«n.ii = V2r.iP; 
2.CD = 4t. eoi.u = 2 . V2r(2r— *); 

co$M V 2r — a 
mithin: 2.CB+AP = 2^2ri2T—SB)+x%f^^ = 



42r~x ' 'J2r—x 

4r' — a; 



Va<2r— i)' 

, 4r— g /" 




Differenziation ausgefOhrt, so erhält man denselben Werth „ - ^— .1/ „ ■ - 

für tang.%. Es mag zugleich dieses Bespiel nodi als Beleg für einen 
grossen Voitheil der Methode Robervars dienen, der darin besteht, dass 
dieselbe stets auf eine Construction fithrt, während, wenn nach der Me- 
thode der analytischen Geometrie erst die Gleichung der Gurre gesucht und 
dann die Ordinate nach der Äbsdsse düTerenzirt wird , ein Ausdruck her- 
TOi^ebt, dessen geometrische Bedeutung erst gesucht, der, wie sich sdion 
'^asles in seiner „Geschichte der Geometrie" ausspricht, aus der Arith- 
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metik erst wieder in die Geometrie flbenetzt werden muss. Indem so Ro- 
berral'a Methode jedenfalls eine grössere ADBCbauüchkeit gewährt, indem ne 
one Berüduicfatiguiig der speciellea IndiridnalitSt jeder emzeJnen Gurre ei^ 
fordert, folgt lu^eich, dase sie die Aufstellung eines allgemeinen, für alle 
Linien gältigen Gesetzes nicht zulässt und die Lösung des Tangentenpro- 
blems dem Scbar&iwie des Mathematikers flberlisst, wodurch aber wie- 
derum ein (^dankenloses Operiren mit todten Formehi Termieden nnd un- 
möglich gemacht wird. 

Mit dem oben angefahrten zweiten Problem, der Bestimmung der 
Haxima und Mmima, scheint sich Roberval nicht beschul^ zu haben, wohl 
aber mit der dritten, der Quadratur der Curven, und zwar bediente er 
sich hierbei eines der Cavaleri'schen Methode des Untheilbaren ganz ihn- 
licben Verfahrens. In einem Briefe an Toricelli, mit dem er wegen der 
Priorität der Entdeckung einiger Sätze Ober die Cycloide in einen Streit 
geraüieit war, der, wenigstens von Seiten Roberval's, mit vieler Gehässigkeit 
gefObrt wurde, wie aus dem hier erwähnten Schreiben: „Epistola Aegidii 
Personnerii de Robenral ad erangelislam Toricellium" hervorgeht*), nimmt 
er auch das Prioritätsrecht der Erfindung der „ Indivisibilia " für sich in An- 
spruch, in deren Besitz er lange, ehe Cavaleri die seinige verfifTentlicht' 
habe, gewesen zu sein behauptet. Zugleich setzt er hinzu, seine (Robei^ 
val's) Methode sei darin von der Cavaleriscben verschieden, dass er die 
Grössen nur als aus ihnen homogenen unendlich kleinen Grössen entstanden 
gedacht wissen wolle, also Linien aus unendlich vielen und unendlich klei- 
nen Linien, Flächen aus kleinen Flächen d. s. w., während Cavaleri Flächen 
aus IJnien, Linien aus Punkten u. s. w. zusammengesetzt sein lasse. Hier- 
mit aber stimint keineswegs fiberein, wes er In seiner Abhandlung „Trait^ 
des indivisibles"**) sagt, wo er sich dahin ausspricht, dass, da alle Linien 
durch Punkte bestimmt seien, man sich, wenn es sich um das Verbältniss 



*) Der Verdruss Ober dieseo allerdings ebenso derben als beisseodeu 
Brief soll die Ursache von Toricelli's bald darauf erfolgtem Tode gewesen lein. 

**) Genannter Brier, sowie die Abhandlung: „Traitä det indivisibtes " 
befinden sich in dem oben angefBhrlea Tome VI. der „ M^moirea de l'academie 
rojale etc.". Die wichtigsten der hierher gehörigen Stellen befinden sich in 
Gerhardt's „Entdeckung der höberen Analysis. Halle 1855" pag. 30 und 31 
abgedmckt. 
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«aer Lme s. K. «u eaer aideren himMo, gUtt der Vontdlung ron im- 
oiiUiGb vidm Uaam Luimd der VontelhmK von unmdlich n^n Piiokteii, 
b« Fliehen der V*r>teliaiig ron Lmien, bü Körpern der von Fliehen be- 
iigntM kOone; «iee Aulfowung, die sich toq der Daratellung CavAlBri's kaiwi 
«ntenobnden dftrfte. Uebrinena, seUt Roberral hinn, sei es nicht ndthig, 
dus ^ iraUnsibilia als unter einander ^ich aDgenonu»«! würden, sie 
kteatea auch du Gceetx irgend einer Pn^rtasion be&lgan, e.B. das der 
natOrUchen Zahlen, Aer Quadrate, der Guben u. s. w.; wenn dieses Gesetz 
bestimmt sei, liesMn sich auch ober die so eidatandenen FHchen Regehi 
■uwpracben. Et aögen z. B. die indiTisibili« nach dem Gesetze der natflr- 
ticfaeo Z«Uea Eottgehen, so dass also das zweite indinöbile EF (Fig. 5) 
4ttffftit, das dritte, GH, dreimal, das vierte, AB, viennol ■• gross ist, 
als das erste Element C\ dann, behauptet itoberval, sei die dorch diese 
lUModhch kldoen Linien oder Punkte bestimmte Fläche, also das Dreieck 
CAB halb so gross als das Quadrat des grAssten Elements AB , also gleich 
der HAlfie des Quadrats CDBA; wenn aber die elementaren Linien nach 
den Quadrate fortficbritIeD, so dass also die erste C^l, die zvate 
^fn.4, diedriUe Gfl^ — 9 u. s. w. sei , so sei das Oräeck CGS (Fig. 9) 
'der dräte Tbeü des Quadrats des letzten Liuienelements, also hier do- 
drilU Tfaeä des Quadrats AGBD von GB\ denn die Fläche des Drei- 
ecks CGH sei sc 27, das Quadrat der GB sei =S1; mithm verbalte sich 
die erslere zu letzterer wie 1:3. Wie dies, namentlich dra- eben erwähnte 
Satz, x^ be|;reilen sei, dürfte sdiwer zu emüttela s^ Ueberiiaiqit wei^ 
den wir woht Roberval's Verdienste m Bezug auf diese seine Theorie de- 
nen CavaUri's unterordueo mässeu, sowie wh- ihn audt schwerhck von 
allzngrossem E^irgeize freisprechen können. Wichtig« als diese seine theo- 
retischen Untersuchungen ist die Art und Weise, wie er den Flächenmhalt 
äer Cycloide besümoite, eine Aufjgabe, deren Lösung der grosse Galilei, 
der Lehrer Toricelli's vergebens versucht hatte. Roberval löst iu semer 
Abbandhmg „De trochoide"*) dieselbe folgendermaatsen: Er geht nieder 
laa der Constmction der in Rede stebenden Curve aus und gidit die- 
selbe so: Wenn der Bogen OiVi (Fig. 7) des durch seine Umrollung die 
Cjdoide beschreibenden Rades abgewälzt bt, so dass die linie OMt gleich 



*) Himoirei de Tacid^e royile des aciencei. Tome VI. 



by Google 



— 1» - 

(km B ogia QNt gewsrdra üt, bietet sieb oflknbiir der Büta^uiAt des 
wüzeetoi Krais«», der Aaüniß m Mt «Und, auf einer in Mi mr Buis er- 
rietitelen Seokrecblai, und cwar is der Hfib« r, wenn r der KreiAa U i M M 
•er i»l, der boicbreibende Punkt aber, der Aofugs in »tand, befindet 
üfh in derselben Hfibe fibo* der Baus, wie der Punkt Nt, er Hegt dso 
auf eioer durch JVg zur Baus parallel gezegwen Unie, die da« in Jtf i er- 
rictaete Lotfa in d scboeideL Zugleich aitbt a, wie mtu aich leicbt iUber- 
Kt«t, um «ioe Strecke P^Qi = Htlit von MtQt ah. Man findet also alle 
Punkte ?j, Pj, P,, ... der Cycloide, wenn nm durch alle Punkte JV;, 
JVj, J^i, ... der Peripherie des gegebenen Kreises Parallele zur Basis zieht, 
auf letzterer die Stücke OMt , OM^ , 0¥, , . .. bezögUch gleich den Bögen 
0^1, Off,, OJV,, . . . macht, in den Punkten M,, Mi, Mt, ... Senkrechte 
auf die Basis errichtet und von den so erhaltenen Schnittpankten Qi , Qj, 
Qt, ... ausdieUngenQiPi, Q^P,, QtPt, ... bezOglich gleich At^^i, II,ffj, 
Hilft, . . . abtrigt. Um nun die FlSche der Cfcloide zu finden, rerfahrt Ro- 
berral folgendermaassen. Zuerst werden die Punkte 0„ Qj, Q^, P, ... rer- 
bunden, wodurch eine Gurre entsteht, die von ihm GeMrün (socia, comes) 
der Cfcloide genannt wurde, zwischen ihr und der Cycloide liegt also ein 
krummlinig begrenzter Raum, dessen Fläche er auf folgende Weise ermit- 
telt. Da Q,P, =A|Vt, da femer dieHühe MiQ, des FÜchenstQcks OQiP 
gleich ist der Höhe OR^ des Flichenstäcks ORiNf des Kreises, schliesst 
er, dass die Fläche OQiPt gleich sei der Fläche OA|JV,, und dann weiter, 
dass die von der Cycloide und ihrer GeßhrtJn eingeschlossene Fläche 
OQzPPtO als der InbegrilT solcher Stücke wie AOiOi'i gleich sei dem 
Halbkreise ON^R, als dem Inbegriffe aller Stücke iIiiViffiili = PiQ|^P,. 
Das Rechteck OMPR wird aber durch die Gefährtin in zwei gleiche Theile 
getheilt, femer ist nach einem Satze, den bereits Ärchimedes kannte, die 
Fläche eines Kreises gleich der eines Dreiecks, welches den Umfang zur 
Bads, den Radius zur Höhe, oder den halben Umfang zur Basis und den 
Durchmesser zur Höhe hat. Es ist also, da OM gleich dem halben Um- 
fange des Kreises ist, das Rechteck OMPR gleich der doppelten Kreisfläche, 
mithin seine Hälfte OMPQtO gleich der Kreisfläche und die halbe von der 
Cycloide eingeschlossene Fläche OMFP^O das IJfache, also die ganze 
Fläche das 3 fache des Wälzungskreisee. Von der Riditigkeit dieaes Re^ 
sultates kann man sich leicht übeneugen. Freihch aber ist Robervafs Vsf- 
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fahren , namentticli die SchlfiMe bei Vergleichung der BtacheDdementc des 
von Cydoide und Geßhrtin eingeBchlosBenen Raumes und des HalMu^ises 
wemg überzeugend. Bfan urüieilt jedoch weniger streng über dasselbe, 
wenn man bedenkt, dass noch der grosse Galäei dieselbe Angabe mcbi 
anders zu lasen vermochte, als dass er die fragliche Fläche mit der den 
rollenden Kreis bildenden Scheibe im Rohen ausmass, wohingegen Rober- 
Tal's Methode, namentlich die ^fickliche Benutzung der Gefährtin, die nichls 
anderes als die s. g. SinusTersusIioie ist, und deren Gleichung, wenn die 
UscisBen OMi, OM^, u.b.w. durch m, dieOrdmaten Jf,(?„ M^Qi, n. s. w. 

durch y bezeichnet werden, y = r l — eot[— 11 heisst, den Stempel des 
Genies unverkennbar an sich trägt. 

«.2. 

Tiefere Begründung der Fluxionsoietbode durch 
Barrow, 
Unstreitig tiefer begründete Isaac Barrow (1630 — 1677) seine eben- 
(iiIIb auf das Princip der Bewegung gestützte Methode. Von seinen beiden 
Schriften: „Lectiones geometncae"*) und ,,Lectiones matbematicae. Lon- 
dini 1683" kommt hier hauptsächlich das erstere in Betracht; von dem 
letzteren mag nur bemerkt werden, dass er sich, wie Roberval, ebenfalls 
dahin ausspricht, man könne sich nicht Linien aus Punkten, Flächen aus 
Linien u. s. w. , mit einem Worte nicht Grössen aus anderen ihnen hetero- 
genen zusammengesetzt denken, und dass er sich bemuhte, ein Criterium 
der HomogeneitSt aufzustellen, indem ihm das von Euclid aufgesteUte nicht 
hinreichend sehten. Wichtiger ist das erstere der genannten Werke. Be- 
gabt mit speculativem und philosophischem Geiste ging er'vou folgenden 
Principien aus. Er nahm die zu untersuchenden Figuren nicht als gegeben 
und vorhegend an, sondern Uess sie, sich in den Process ihrer Bildung 
versetzend, erst gewissermassen vor seinen Augen entstehen. Das Ent- 



*) Van diesem ziemlich sellencD Buche ist mir nur eine Eoglisclie Ueber* 
setiQDg unter dem Titel; „Isiac Barrow: Geomeiricat leclares. 1670. Trans- 
UUd from Ibe latio edilion by fidmuDd Stone. London, 1736" tngtnglidt 
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stehen aber erklärte er, wie die Jonische Schule des Alterthums, als eilte 
Bewegung. Eine solche aber kann nicht gedacht werden ohne die Vorstel- 
lung der Zeit. Zunächst also stdite er eine Deßnition auf, was unter letz- 
terer 20 verstehen sei, und erklärte sie als das Verharren der Dinge in 
ihrem Wesen, Zustand und Bewegung („continuation of the Ihings in iheir 
being, State and moTement"), eine Definition, die freilich schon deswegen 
unstattfaall ist, weil in ihr der Begriff der Bewegung, der ja eben durch 
den der Zeit «USrt werden soll, als bekannt vorausgesetzt wird. Wch- 
tiger aber und zugleich richtiger ist die Aufstellung der fitr die Zeit cha- 
rakteristischen Eigenschaft. Barrow findet diese in dem ununterbrochenen, 
stetigen und gleidunissigen Flusse derselben, und folgert hieraus sogleich, 
dass sie durch eine gldrbfSnnige Bewegung, z.B. der Fixsterne, gemessen 
werden könne. Weil aber femer wegen dieser Gleichmässigkeit alle Tbeile 
der Zeit einander gleich sind, kann dieselbe, da sie zugleich ohne Ende 
veriSult, entweder mit einer unendlichen geraden Linie oder aber mit einem 
Kreise vei^Uchen werden. Da jedoch letzterer in sich selbst zurückläuft, 
die Zeit aber immer weiter fortschreitet, schliesst Barrow, der VerdJeich 
mit emer unendlichen Geraden sei der allein statthafte. Wir können uns 
also die Zeit unter dem Bilde einer Geraden vorstellen. Eme solche aber 
kann durch Fortschreiten eines Punktes entstanden oder entstehend ge- 
dacht werden und wenn dieses Fortschreiten gleichmSssig geschieht, so 
wird jedem Momente der Zeit ein bestimmter Ort, an dem sich der in Be- 
wegung begriffene Punkt befindet, also ein Punkt der Geraden entsprechen. 
Ferner kann eine Bewegung nicht gedacht werden ohne dne bewegende 
Kraft, und dieser Begriff macht sich vorzflglich geltend, wenn von zwei 
Körpern der eine m derselben Zeit einen grfisseren Baum durchläuft als 
der andere. Abstract gefasst lässt sich jedoch der Begriff der Kraft ebenso 
wenig wie der der Zeit in Rechnung ziehen. Sowie sich aber die Zeit 
durch eine Gerade darsteilra ISsst, so, f3hrt Barrow fort, sei statt der 
Kraft die Geschwindigkeit (als Haass derselben) anzuwenden; ja er definirt 
die Geschwindifi^eit geradezu als die bewegende Kraft, durch die ein be- 
weglicher Körper in einer gegebenen Zeit einen gewissen Raum durchläuft. 
Die Geschwindigkeit nun, da sie mit der Zeit veränderlich sein kann, stellt 
Barrow durch eine am Ende des die zugehörige Zeit vorstellenden Linien- 
stöchs errichtete Senkrei^te dar, in der Art also, dass in jedem einen 
W«iii*stor«, Prtne. i. UA. Anal. ' 2 
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7fii(ino^eDt darstdteiulen Punkt di« daielbtt vitrhandaDfl Geschwindigkeit 
durcti ein Pei^endikel ausgudrückt ist- Pa n^a jede fireschwindigkeit ver- 
möge der angenoounenen Veraaderliclikeit nur einnii Augenblick oder einen 
unendEch kleiuen Zeitlheil dauert, der durchlaufene Raum abtir dwselben 
stets proporüonal ist, so stellt er diesen Raum durcb eip Recbteck dar, 
dessen Sejten Linien sind, deren eine die Greschwindigkeit , die andere den 
■nendlifb kleinen Zeittheil graphisch darstellt. 

Nach Aufateliung diesef FundamentalbegrilTe geht nun Barrow über 
auf die Erzeugung der Curven. Dieselbe kann nach ihm auf doppelte Weise 
geschehen, entweder durch eine einfache oder diirch eine zuBaimiKnge- 
seUte Bewegung. Die erstere verfällt wieder in die progreBsire, wenn z. B- 
eme Linie AC (Fig- 8) ihrer ursprünglichen Lage parallel auf einer sodwen, 
^a4en oder krummen Linie ^0 forlbewegt w^d, mi in (be cipcolare, 
wenn z- B, durch l^nidrehnng ^nes Halhkreise& um seinen DurohmeSB«- die 
Kuget gebildet wird. Cine zusammei^esetite Bewegi^ng {indet danq st«tt, 
weon^t-B. eine Gerade iC(Fig. 9), von ihn} „geper«trij(" genannt, auf 
ßvaec aj^dej-eq Geraden, A9, der „diractrix" Ibi!tJ}Qwegt wird, wihrend au- 
gleich auf eraterer an Punkt in der fiiflhtung von 4 nach C »ieh (orÜ)«- 
wegt, der danni wenn die Generatrix und er sdbsf eipe gleicUermige Ge- 
schwindigkeit besitzen , eine die Directm 4<B unt«r einein gewissen Win- 
kel achneidende Gerade, wenn er sich aber mit gleicbtÜDpig beaobleunig- 
ter Geschwindigkeit bewegt, eine Parabel u. s. w. bildet, StMt aber einen 
snlcben in Bewegung begriffenen Punkt amunebmen, köno^ wü- uns auch 
vorstellen, dass die bisher als unbeweglich angesehene Direotris. sich eben- 
^Is for^cbiehe und zwar in der Richtung von A nach C oder mwgeljiehrt. 
J)ano wird ihr Durchschnittepunkt mit der glwJtbtIs forljrückendeB Gene- 
idiiv nach den verst^edenen Gescbwindigkeitsverhältoiss«!! verBebiedme 
- Curven erzeugen. Die erste Art nun, wo in einer wid derselben Linie 
(der Genaratri») Terschiedene Bew^ungen, die eine, der Gentratrii selbst, 
die andare, des in ihr auf- und absteigendaq PiuikteB. sldttiiaben , nenid 
Barrow eine Zueammensetsuug der Bewegiwgefi (,>««i«fraulio motuum"), 
die wdere aber, wo verschiedene Linien, wie Dirvcitnx und Geaentrix jede 
ipit einer einfachen Bewegung begabt wd, nennt er eui SwBianuiwirkeo 
der Bewegungen („concursus iQotuum")- Besondere wendet er mni ^ erste 
Art, alw die Zusammensetzung, und zwrt ia ä» nu%eai«llteB Fenn an, 



by Google 



— 1» — 

um Curven ent8leh«n tu lassen und ans den rerschiedenen Geackwindig- 
keiten der ztir Erzeugung derselben componirten Beataudtheile, einer Linie 
und eines Punktes, die Eigenschaften der Curven lu erforschen. 

So ergebt sieh sehr «nracli, dass, wenn die Bewegung der Genera- 
trii und des in ihr laufenden Punktes mit gleichfümiiger Geschwindig^dt 
geschieht, die so hervorgebrachte Linie eine Gerade ist Denn bat dieGe- 
neratrix in der Zeit (, das Stock AMi (Fig. 6), in der Zeit tt das Stfick 
jtüfi äer Directrii, der Punkt aber in denselben Zeiten die Stücke beiäg- 
lich MiPf, M^Pj durchlaufen, so hfd>en wir, da nach der Voraussetzung 
die Geschwindigkeiten gleichlftnnig sind, die Proportionen: 

iJV, :JJf, = t, :ti 
und M,Pt :MjP^ = fi : I„ 

woraus folgt: Jf,P,-: Jtf,P, = i4Jf, : i.V,, 

welches die Eigensehalt einer Gerade ist; und man sieht, dass die Tan- 
gente ihres Neigungswinkels MiAP,, der d heisse, wenn «i die Geschwin- 
digkeit des Punctes, e^ die der Generatrix ist, ausgedrAekt wird durf^ 
tang.d = ~. Ebenso leicht lässt sich zeigen, dass, wenn die Geschwindig- 
keit der Generatrix gleichförmig, die des Punktes gleicblSnnig beschleunigt 
ist, eine Parabel entsteht, und dass allgemein in allen von dem ersten 
verschiedenen Fällen eine|,CurTe entstehen mugs, in welcher keiue drei be- 
nachbarte Punkte in einer Geraden liegen, können. Das Fundamentaltbeo- 
rem, mklelst dessen er das Tangentenproblem zu lüsen sucht, ist aber 
folgendes*): Die Geschwindigkeit des die Curve (welche sie auch sei) be- 
schreibenden Punktes ist an jeder Stelle P (Fig. 10) so ^bs, dass mittelst 
derselben, wenn sie (Jeicbi&noig beibehalten wird, eiu in 7* befindlichä* 
Punkt die Strecke TQ in derselben Zeit zurücklegt, in der die Goaeratrix 
Oy die strecke OM der Directrix durchlaufen hat, dass sie sich also zur 
Geschwindigkeit der Generatrix verbalte wie TQ : OM oder wie TQ : QP. 
Der Beweis ist folgender: Nehmen wir an, die erteugende Linie OY be- 
finde sich in einem zwischen und M gelten«! Punkte M^ der Directrix, 
so wird sich der von T aufsteigende Punkt, wenn sieb seine Geschwindig- 
keit zu der der Generatrix verbot wie TQ : QP, in einem solchen Punkte 
r* befinden müssen, dass sich verhält TT' : OMi =TQ:QP oder TT : Qpi =s 

*) Uetvre IV. der „Geometriul Uctara*". 

2* 
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TQ : QP. Ea wird sich also der auf der TQ aursteigende PunliL eben so 
weit unter der Directrix belindea müssen, als der Punkt T,. Indem nun der 
die Curve erzeugende Punkt sieb zu dieser Zeit in P| befindet und, wäh- 
rend -sich die Gcneratrix von J/, nach M bewegt, voa P| aus um die 
Stjecke Pipi in die Höhe rückt, der Punkt in TQ aber in derselben Zeit 
um die grössere Strecke T'Q aufsteigt, so lenchtet ein, dass die Geschwin- 
digkeit des letzteren Punktes grösser ist als die des die Curve beschrei- 
benden Punktes, wenn derselbe sich /*| beOndeL Dasselbe lässt sidi zei- 
gen, wenn er sich an irgend einem anderen zwischen uod P gelegenen 
Punkte befindet. Nehmen wir aber an, die Generatrix sei über M hiuaus 
nach M^ gekommen, so wird sicli aus ähnlichen Gründen wie oben der in 
TQ aufsteigende Punkt in derselben Höbe über der Directrix befinden, wie 
Tj. Er hat also dann von P aus sich nur um ein Stück pjT^ erhoben, 
während der die Curve beschräibende Punkt von P aus um PiPj aufge- 
stiegen ist. Mithin ist die Geschwindigkeit des ersleren kleiner als die des 
letzleren im Punkte P^. Es kann daher nur, wenn die Generatrix in M 
sich befindet, die Geschwindigkeit des in TQ aufsteigenden Punktes gleich 
der des die Curve beschreibenden Punktes sein, und zwar verhält sie sich 
also zur Geschwindigkeit der Generatrix wie TQ: QP. Es ist leicht, sich 
auch auf andere VVcise von der Richtigkeit dieses von Barrow aurgeBtelllen 
Theorems zu überzeugen. Er behauptet also, dass die Seitengeschwin- 
digkeit eines irgend eine Curve durchlaufenden Punkts, und zwar, wenn 
wir OY als Y-, OH als X-Achse ansehen, dass die Seitengeschwindig- 
keit in der Richtung der f-Achse gleich sei der gleichlSmiigen .Geschwin- 
digkeit, mit der sich in derselben Zeit ein Punkt von T nach Q bewege; 
Alles unter der Voraussetzung, dass die Seitengeschwindigkeit des die Curve 
beschreibenden Punkts in der Richtung der X-Achse (denn dies ist ja 
Barrow's Geschwindigkeit der Generatrix) gleicblörmig sei. Nennen wir 
nun die Zeit, zu der sich der die Curve beschreibende Punkt in P befin- 
det, (, SD ist also seine Seilcngeschvrindigkeit in der Richtung der F- Achse 



fenden Punkts, die ja auch gleichförmig sein soll, ausgedrückt durch ' 

Digilizedby Google 



'das 



— 21 — 

Es liegt also Barraw's Theorem in der Gleichung: 

dg _ äx 

dt ~ t ' 
Soll dies richtig eein, so muss sicli aus ihr eine andere richtige Gleichung 
ableiten hissen. Dividben wir nun beiderseits mit dy, so erhalten wir 

i = ^ = — 

dl t dx' 

... dx X 

woraus folgt : — = — , 

^ dl l 

eine Beziehung, die bekanntlich nichts weiter sagt, als dass die Seitengc- 
schwiudigkeit des Curvenpunkts in der Dichtung der X-Achse gleichförmig 
sei. Da nun Darrow, wie erwähnt, auch nur für diesen Fall seinen Satz 
aufgestellt hat, so erhellt also die Richtigkeit desselben. 

Vergleichen wir Barrow's Methode mit der Roberval's, so finden wir 
ausser dem Bestreben, die Fundamentalhegrilfe , namentlich den der Ge- 
sctiwindigkeit , klar hinzustellen, auch noch den bedeutenden Unterschied, 
dass Barrow durch die Zusammensetzung der Bewegung mittelst zweier Li- 
niea, gleichsam von selbst, da dieselben ja bei jeder Gurre eine Haupt- 
rolle spielen, auf die Coordinatengeometrie des Descartes hingewiesen wurde, 
wahrend jener, die Eigenschaften einer Gurre, wie sie sich darboten, be- 
nutzend, dieselbe verschmähte. Beide aber stimmen darin überein, dass 
keiner em für alle Linien gültiges Verfahren, Tangenten zu ziehen u. s. w. 
angeben konnte. 

8.3. 

Ausbildung der Fluxionsmethode durch Newton. 

Barrow's ausgezeichnetster Sdiüler und sein Nachfolger auf dem Lehr- 
stuhle an der Universität lu Cambridge war Isaac Newton (1642 — 1727)*), 
Schon früh macble er wichtige Entdeckungen auf dem Gebiet« der Optik, 
sowie auf dem der reinen Mathematik. Unter letzteren, die allein uns hier 
beschäftigen können, ist jedenfalls die des binomischen Lehrsatzes die wich- 
tigste von seinen Jugend - Arbeiten. Denn indem durch dessen Anwendung 



*) „The life 9t Sir Isaac Newloa" by David Brewster. London 1681. 
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bei gebrochenen Exponenten die Entmcketung nie abscbUewt, «nUtdit eine 
unendliche Reihe, und hiermit war ein ganz neues Princip in die Wissen- 
schaft eingeführt, welches insbesondere hei den Englischen Mathematikern 
der damaligen Zeit die hiufigste Anwendung fand, und, bald auch auf den 
Continent übergegangen, eines der mächtigsten Mittel wurde, durch welche 
die Resultate, deren sich die hfihere Analysis zu erfreuen hat, erzielt 
wurden. 

Eines der wichtigsten und zugleich eines der frühesten Theoreme, zu 
dem Newton mit Hülfe des binomischen Satzes gelangte, war die Quadra- 
tur der Parabohschen Curven. Sein Verfahren findet sich niedergelegt in 
der AbhandluDg: „De analysi per aequationes numero tenninorum infini- 
las"*), die 1669 abgefasst und Barrow milgetheilt ward. Es ist folgendes: 
Die Linie OM (Fig. 11) sei die X-, eine zu ihr senkrechte die F-Achse; 
Aber erslerer sei eine Curve OPP' gegeben, und es sei das Gesetz bekannt, 
nach welchem der Flacheninhalt OMP, der s heissen mag, sii^ mit der 
Abscisse x ändert, es sei nämlich dieses Gesetz ausgesprochen in der Formel 

n 5^ 
«= — — •-» " ; 
m + n 
gesucht wird die Gleichung der durch dieses Gesetz offenbar bestimmten 
Curve, ^o die Ordinate g, ausgedrftekt durch x. Es schlägt also Newton 
den dem jetzt gewöhnlichen Verfahren entgegengesetzten Weg ein, da er 
die Regeln, wie aus dem Gesetze der Ordinaten das der Flächen abgeleitet 
wd, noch nicbt entdeckt hatte. Wohl aber findet sich schon hier einer 



*) Von Newloo's Schririea wir mir eine Ausgabe der „ Principia phi- 
losophiae oataralis mathemalici " Tom Jalire 1986, also eine der ersten lu- 
gänglicli, Sie liegt daher den die Princip. pbil. vaL betieffeedcD CJIaten lu 
Grunde. Zu Newton's übrigen Schrifien benutzte ich die Ilorsley'dche Aus- 
gibe, femar war mit die anonym enchrenena FraDiösitche Ueberseiiung der 
. „Hetbodii flaiionum" von Buffon; ^Lt melhode des fiuiions et des »1168 
infiaies par le H. Chevalier Newton; k Paris 1740", dann „liaici Newtoni 
enumeratio linearum lerlii onliniij sequilur illuslratio ejusdem Iraclatus anclore 
Jacobo Slirliag. Parivüs 1797", eDdiicb die Origiaalausgabe der Optik mit 
dem „tractatus de qoadratura curvirum" nnd der „Enumeritio lineanim terlü 
ordinis" unter dem aoonymen Titel: „Opticks: or, a trealise ef llie refleiions, 
refractioDs , InDeiions ind tolour« «f ligbt. Also Iwo Ireitises of Ün ^ecie» 
and maguitadie of ciirvilinear figurea. London 1704" zoglDgUch. 
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der Gnindgedankel], die Befnor einige Jahre spBter eiitwickfl]l«n Meiltode als 
Basis dienen, wenn ancb nicht ausgesprochen, doch angeweodet. Um 
Dämlidi die forliegende Aufgil»« ni lösen, verfährt Newton fo^eddemiaassail. 
£r läset die Abedsse 3 um ein locr^uent MM' wachsen, welches er, da es 
doch heraaeh wieder YärschwiBden soll, gleich Von vorne herein geradem 
mit bezeichnet. Hit dieser Zunahme der Abscisae j^ ist eine Zunahme 
MM'P'F der Fliege verbunden, die it beissen mag. Wü* haben also die 

Beziehung: «+«= — — (a; + 0) ■ . 

IVun laut sich jedeoffdb eine Länge MP", die V beissen mag, finden, der 
Art, dass das Rechlack MSt'NP" an Fläche gleich ist der FlscbenzVnahme 
MM'P'P'^m. Do- Uhait dieses Rechtecks MM'N'P" ist aber, da die «ine 
Seile jVP"=3*t die andere MX' ^ ist, auszudrücken durch ».0; es ist 
also «M»,0; und so eBlIlfhl 'die Gleichung: 

Auf die rdckle Seit« wird nun d«r bmomiscbe Setz angewandt, so dass 
sich ergiabt: 

Ziehen wir hiervon die Gleichnng ; s « — — - .x * ab , so bleftt : 

ii.O«» aT- +^.aj~^.0»+--. 
Heben wir beiderseits mit 0, und bedenken, dass, da MM' verschwindend 
klein oder =0 ist, die Linie MP" mit MP = y zusammenfallt, und dass 
alle Glieder mit Ausnahme des ersten auch nach der Division mit den 
Coefücienten behalten, also selbst ^0 sind, so ergiebt sich die gesuchte 

Curvengleidiung : ^ = « " , 

Wir sc^en also hier das Princip der I^ntesimalreehnung, eine Grösse 

wacbsea zu lassmi und dann die Zunahme wieder zu anouBiren , bereits in 

Wirkung. 

In der im Jahre 1C71 ver&ssten „Methodus flniionum" nun hat New- 
ton sein ganzes System niedergel^t, und es enthält dieselbe denjenigen 
Th^ der IMhemalik, dm man gewAhsHch verstanden wisse* wUf, wenn 
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man von „ Flusiongrechnung " schlechtweg spricht. Es ist bereitB erwSbnt 
worden, dagg Newton ein Schüler Barrow's sei, und in der That, die Me- 
thode desselben musste ihm, der, wie wir aus Brewster's Lebensbeschrei- 
bung wigsen, von Mih auf so bedeutendes Talent für Mechanik zeigte, ganz 
besonders zusagen. Ihr also folgte er, nur mit dem Unterschiede, dass 
fSr Barrow die Entwickelung der phoronomischen Theoreme nur Hülfsmit- 
tel für die LOsung geometrischer Aurgaben waren, w&hrend Newton sie 
erweiterte uod zur Lösung mechanischer Probleme anwandte. In der ge- 
nannten Abhandlung*) erklärt sich Newton nämlich dahin: er stelle sich 
die Aufgaben: 1) Wenn der Raum gegeben ist, den eiu in stetiger Bewe- 
gung begriffener (was er durch das im Deutschen nicht mit einem Worte 
wiederzugebende „Quere" ausdrückt) KArper durchlaufen hat, für jeden Ort 
oder ilOr jede Zeit die Geschwindigkdt zu finden ; und umgekehrt : 2) Wenn 
die Geschwindigkeit und Zeit gegeben ist, 'den Raum zu finden. Um diese 
beiden Aufgaben zu lösen, Raubte Newton die Geometrie zu Hülfe nehmen 
zu müssen (wahrend umgekehrt Barrow, um geometrische Aufgaben zu lö- 
sen, die Phoronomie zu Hülfe zog). Denn, aagt^ er, Raum und Zeit seien 
Grössen, die mit einander nicht Teilchen werden könnten, man müsse 
sich daher nach einem Dritten umsehen, welches, indem es Verwandtschaft 
zu beiden habe, sich zur Vermittelung eigne. Dieses Dritte findet Newton 
in der geraden Linie, ohne sich darüber augzugprechen, wie er die Ver- 
wandtschaft derselben „zur Zeit" finde; vielleicht dass er ebenso wie sein 
Lehrer Barrow urtheilte. Indem er also die gleichmäss^ wachsende Zeit 
als Abgcigse, den in dieser Zeit durchlaufenen Raum als Ordinate darstellte, 
hatte er seine Aufgabe auf die, die Eigenschaften der Curven zu erforschen, 
mithin auf das Gebiet der Geometrie hinübergespielt. Diese beiden Linien, 
also die Coordinaten der Curven, nennt Newton, da sie die stetig verän- 
derlichen, ab- oder zunehmenden Grössen, die Zeit und den Raum, re- 
prSsenliren: Fluenten, und bezeichnet sie durch jt, y u. s. w., die Ge- 
schwindigkeiten aber, mit denen sie ab- oder zunehmen, nennt er Flu- 
xionen und bezeichnet sie durch x, g u. s. w. Es versteht dch von 
selbst, dasa von diesen wieder die Fluxione» genommen werden können; 
dies sind dann in Bezug auf die ursprün^chen Fluenten s, y, Fluxionen 



*) „Helhodus fiaiionum", („Ceomelria inalytica" beiHoraley) LVI — LXI. 
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zweiter Ordnung, sie werden darch dieselben Buchstaben, jedoch m'rt zwii 
Punkten versehen, bezeiobuet. Umgekehrt können die Fluenten *, y als 
Fluxionen zweier anderen Grössen angesehen werden, die durch A, y be- 
zeichnet werden etc. Hierbei versteht es sich jedoch von selbst, dass die 
Fluxion X der Absciese , da dieselbe die Geschwindigkeit der durch sie re- 
präsentirten Zeit darstellt und die Znt als gleichmflssig wachsend („uni- 
formiter fluens ") gedacht wird , als conslant angesehen wird. Daraus folgt 
von selbst, dass die zweite, dritte nnd alle folgenden Floxioneu von x 
gleich NuU sind; sodann aber auch, dass die Fluxion von * ab Maass, 
nach welchem die Fluxion von y gemessen wird, mitliin als Einheit ange- 
nommen werden kann. Da also diese Fluxionen die Geschwindigkeiten sind, 
mit denen Zeit und Raum, und also auch ihre Repräsentanten, die Coor- 
dinaten s und y, zu- oder abnehmen, so erhellt: einmal, dass sie etwas 
Ton letzteren, also von s und y, Verschiedenes sind, sodann, dass die 
Geschwindigkeit der Ordinate (und, wenn man will, auch die der Abscisse jt) 
nur für einen Augenblick dieselbe bleiben wird. Da also die Zeit ihrer 
Dauer unendlich klein ist, so bezeichnet Newton diese Zeitdauer geradezu 
durch 0. Indem daher Zeit und Raum und folglich auch die sie repräsen- 
tirenden linien x und y den Augenblick oder die Zeit hindurch, die 
eine dte Geschwindigkeit i, die andere y besitzt, so wird die Zu- und 
Abnahme dieser Linien x und y, da sie ja der Geschwindigkeit direct pro- 
portional ist, ausgedrückt werden müssen durch iO und JO"). Diese der 
Geschwindigkeit proportionalen Zu - oder Abnahmen der Fluenten, die mit- 
hin als unendliiji klein gedacht werden, da die Geschwindigkeit hur für 
einen Zeitmontent als constant angesehen werden kann, bezeichnet Newton 
mit dem Ausdrucke Momente**). Sind also nach einer gewissen Zeit 



*) Es in wohl nur ein Verseilen, wena Dr. Gerliarilt in seiner „Ent- 
deckung der heberen Aoilysis. IS55" pag. SÜ sagt. Newton liaLe die In- 
cremeiite von x und y ilurcli tl Leieiclin«!. 

**) lodern 10 die PuaiUiDentalbeftrilTi: iler Newlon'.iclien Uelliode eilSii- 
tert sind, muas Doch himugerngi werdeu, da» tiitr darin eine l'nklaiheil Ob- 
walte, dafs Newton aicli nirgendü bestimmt ausspricht, uh er ooter »Plucn- 
len" den Baum und die Zeit, oder die Reprlaentanteii deraelhen, die Coordi- 
natent also Liniea, veniinden wissen wolle. Gewöhnlich nimmt man Letzte- 
rea an, uad es scbcini dies auch, den meislen Stellen iii A'ewloa's Werken 
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die Variabeleo von der Gtttae x und 3, so mfissea sie im nSohsten Zeit- 
moment« die Grösse x+xO und y+yO erlangt haben. Ferner aber er- 
bellt aus der Definition der „Momente" und dies ist sehr wichtig, dass 
überall , wo es nur auf ihr Verhältnisa ankommt , das Verhältniss der Ge- 
Bchwindi^eit s und y, denen sie ja proportional sind, gesetzt werden kann, 
und umgekehrt. Wenn also z. B. die Grösse y des durcblauüHien Aaumes 
für jede Zeit s bestimmt wird durch die Formel: 

so Usst sich hieraus und mit HfilTe des eben Gesi^n locht das Ge«etz 
ableiten, wie sidi die Gescbwuidigkeit y für jede Zeit berechnen läMt Denn 
nach emem Zeitmomente tritt offenbar die Gleichung ein: 

(r+i-0)Ha(j-+iH)*(,+jO)+(»+iO)(y+iO)>+(,+ jO)» = 
oder ausgerechnet: 

+ (3a:»i+6xyi-+y*i + 3j»y+2*yj+3y»y)0 / 
+(3xi»+yx*+6jriy+2jiy+*y*+3jlS*)0* / ~ " 
+ {i»+i'j'+i-yHj*)0» ] 

Wird von dieser Gleichung die ursprüngliche: «»+3jr^+J^y'+y* = 
abgezogen, so bleiben nur die letzten drei Reiben, die die Coefficienten 0, 
0', 0' haben, übrig; und wird dann der Factor gestrichen, so lällt in 
der nunmehrigen ersten Reihe der Coefficient ganz weg, während in der 
nunmehrigen zweiten und dritten Reihe bezüglich und 0' bleibt. Die 
beiden letzteren annulhren sich also und es bleibt die gesuchte Gleichung: 
3x Jx + %Xj,T + yii + 3 jij + äryy + 3yiy = 0. 

nach 111 urltieilefl, seine HcinuD({ zu sein, obfichon er dieselbe, wie %ts»%{, 
nirgeiiils beilimml aiissprichl. Wenn er «ich hingegen: „Tractalni de qua- 
dralurj cnrvarum" propositio 1. problfoia 1, Eiplicalio plenior dahin lua- 
gprichi, die Symbole der Fliiiionen (also offenbar die Momente) seien von 
ginz anderer Natur *U die Grössen, deren FInxionen sie seien (was doch 
nicht« Anderes lieisseu kann, tA*t sie seien von anderer Ritor als die Floen- 
ten), so seheint hiermil >nigeBprachM lu leiR, dass er unter „Plnenlen" 
den Raum und die Zeil selbst verliehe. I>ie Entscheidung hisrftbtr wird he* 
sonders dnrirh den Umstand enchwerl, das«,, wenn in dem LaleiDiscbM Origi* 
ml X und y Anentes genannt werden , natfirlicU afeis ein Zweifel obwatlel, 
ob dieses Wort als Suhstanlivum oder a)i Participium ■■ beincblen sei. In 
den meisten FSIlen jeJo^ wird diese Zweidevtigkeit vor keinem Belang seih 



by Google 



- 27 - 

Ohne läer Newton's Verirren rüGksichtUch der DtvUkut mit NuU zu criU- 
siren, desBen UnmÜnglichkeit ja jetzt büireicliend anerkannt ist, mitfis die 
Art und Weise, wie er sieb gegen einen anderen Einwand venrattrte, er- 
wähnt werden. Es scheint nämfich, als hatte man ihm entgegnet, die Mo- 
mentfl, d.b. also die Incremente im Zustande des Entslelieng oder Ver- 
Schwindens seiot NuU nnd könnten also k^ angebbares Verfafiltnise zu 
einander habon. Hin^gen spricht sich Newton so ans*}: Die Incremente 
bAea allcrdi^s sowohl vor als nach dem Verschwinden ein anderes Ver- 
hältnisfl als die Fhuionen, und im Zustande des Entstehens oder Ver- 
echwindens, wenn sie also in die Momente übergehen, sind sie in der Tbat 
= 0. Ana letaterem UmstAude darf aber nicht gefolgert werden, dass sie 
to diesem Augenblicke kein bestimmtes Verhiltnise haben, ein solclics be- 
sitzt immer noch, und zwar ist es die Grenze des vor oder hinter dem 
NuHzustande vorhanden gewesenen Verhältnisses, und dieser Grenzwcrtb 
ist es, der durch das Verhältniss der Fluiionen bezeichnet wird. 

Nachdem sich Newton auf diese Weise über die Principien seines 
Verfahrens ausgesprochen, wendet er sich sogleich zur AufIßsuDg der bei- 
den oben erwähnten Probleme, und zwar zunächst zu dem, aus dem ge- 
griienen VniiältoisBe zweier FluMiteii, x und jp, das Veiiiältoiss ihrer Flu- 
xionen 2U finden**), ohne in jedem einzelnen le eine besondere Rech> 
nung, wie bei dem obigen Beispiele anstellen zu müssen. Sein Verfahren 
ist nun folgendes. Es sei z. B. das Abbängigkeiti^verhällniss der Fluenten 
gegeben m der Gleichung: 

Um nsn die verlangte Beziehung zwischen x und jr zu finden , schreibt er 
vot: Man muttiplidre alle Glieder, die x enthalten, mit einem Bruche, 
dessen ZttJer der Exponent von jr, mit ir multiiilioirt ; dessen Nenner « 

selbst ist, also in unserem Beispiele das erste Glied mit — , das zweite ' 

mit — U.S.W,, oder, etwas anders ausgedrückt, man mulliplicire jedes 
eine Potenz von x enthaltende GUed mit dem Exponenten dieser Potenz, 
vermindere den Exponenten um die Einheit und setze x aU Factor zu. 



*) „PrJDcip. philoü. natar," Liher I. Sectio I. 
**y „HetMdat fluiioDum". Pr«tdema I. 



by Google 



Ebenso werden alle Glieder, die Potenzen von y enthalten, behutdcU, so 
dass alle die Glieder, die sowohl x als y enthalten, zweimal in Betracht 
gezogen werden müssen. Wird dann alles so Erhaltene mit den ursprQng- 
lieben Zeichen zu emem Aggregat verbunden und dies gleich Noll gesetzt, 
so ist hl dieser Gleichung die Beziehung zwischen i und y, die gesucht 
war, enthalten. Wir erhalten also nach dieser Methode aus unserem Bei- 
spiele: 9x'i — &xyai + ay^x — Saj^+Öxyy — 3Jj*j = 0. 
Fragen wir nach dem Grunde dieser von Newton ohne Beweis au^esteU- 
teu Regel, wie er denn Tast alle seine Sitze, die rein analytischer Natur 
smd, ohne Begründung hinstellte, so erheilt, dass das hier angegebene 
Verfahren nichts anderes ist, als dasjenige, welches man jetzt zum IMffe- 
renziren impliciler Functionen anwendet. Es ist nämiich, wenn x und g 
durch die implicite Gleichung /(.r, jr) ^ vefbunden sind, der DÜTeren- 



dy dx 

dx df(x, y)' 

ds 
Wird diese Regel awf unser Beispiel, wo also f{s,yy^x*-~-Sx*y+ 
aty^ — hg^ angewandt, so erhält man: 

dy __ 3j'— 6Jy+g3F* 

dx " ^"a;* + 2axs — 3 Jj' 
oder: Sx^dx — 6xgdx+ay'dx — Uy^dy+2axydg—ix^S^Q, 
welches die von Newton gefundene Formel ist, wie man sogleich sieht, wenn 
man dx und dy mit i und y vertauscht. Zugleich aber geht aus dem 
Bisherigen hervor, dass er die gestellte Aufgabe nur in dem Falle zu lOsen 
vermochte , wenn die Floenten durch eine algebraische Relation mit einan- 
der verbunden sind. Ja es wird seine Methode, da er direct nur von gan- 
zen rationalen Functionen die Fluxionen zu finden vermochte, schon eine 
wenigstens weitläufige, wenn Wurzehi oder auch nur Brüche in der gege- 
benen Fluentengleicbung vorkommen. Wie er dann verfuhr, mag an einem 
Beis])iele gezeigt werden. Es sei gegeben die Gleichung: 

xi — ag*+^ x'.Vay+ai* = 0. 

Nun wird, um Bruch und Wurzel wegiuschaifen : — ^ =»;**, ijay + ** = » 
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gesetzt, so d^s die (Hebung lautet: 

** — •y'+« — " = *•■ 
Aus derselben folgt durch Uebergehen zu den FluxJouen: 

ix*i~2ay9+i~v = 0. t) 

Aus der ersten Hülfegteicliung ^7— = * fo'g' *^''- ox + gt- 
folglich: ot+fi+sj — SAy^j = 

und datier % = . ■ 

oder vermüge des Wertbes von x: 



Aus der iweitm HfllfsgleiGfauiig jr*. V«)'+**= ^ f«^ nun: 

woraus sieb, wenn man zu den Fhiiionen übergebt, ergiebt: 
4aJ*yi+ ojr'j+ßjf'j— 2vv = 0, 

lolgbch: 0= — 2 ^ 

oder vermöge des Wertheg ton y: 

. _ 4asyk+ax^ + 6x*Jt 

Werden diese Wertbe von » und v ia die Gleichung ^} eingesetzt, so er- 
halt man die verlangte Fiuxionsgleichung: 

£ine solche ElimiDationsrecbnung muss nun für jeden einzelnen Fall ange- 
stellt werden. Man sieht, wie beschwerlich dies ist. 

Bevor wir zu dem zweiten Probleme flbei^ehen, muss hier noch ein 
Umstand erwähnt werden. Aus dem Vorigen ist klar, dass nur die Fla- 
xionen van zwei Fluenten, so und g gesucht werden können, iiisofem man 
nSmlicb dem eben beschriebenen rem operativen Verfahren Newton's 
denjenigen Sinn unterlegen will, den er den BegrilTen der Fluenten und 
Fluxionen seftst zugetbeilt hat. Nichtsdestoweniger stellt er sich die Auf- 
gabe, das Verhältniss der Fluxionen s und y auch aus Gleichungen 2U fin- 
den, die drei Vai^ele erhalten. £s entsteht nun hier aunächst die Frage * 
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was soll die dritte Variabele, die s hej««n nag, bedenten, da berdta ^ 
das Symbol oder der Repri^ntant der Zeil, y der des Raumes ist? Man 
musB gestehen, dass es schirer, ja unmfiglich ist, der dritten Verjinder- 
licben einen ähnlichen Sinn unterzulegen. Sehen wir daher zu, wie New- 
ton sich Aber diesen Gegenstand erklärt. Er spricht uch nun dahin aus: 
Es sei eine Curve gegeben, deren Absusse x, deren Ordinale y beisse, 
die dritte Variabele z bedeute die Fläche. Ueber der Abscisse OM = T 
(Fig. 12) construire man aus den Seiten OM und ON, Indern man ON der 
Flächeneinheit, durch die x und j/ gemessen werden, gleich macht, ein 
Rechteck OMRlf, so enthält dasselbe .r FIfieheneinbMten. Nun verhält sich, 
ßbrt er Tort, wahrscheinlich gestQtzt auf den aus der frQheren Abhandhing: 
„De analysi per aequationes munero terminorum infinitas" mitgetheilten 
Satz, die Fluxion i der Fläche x zur Fluxion des Rechtecks OMRIf, die 
also durch x ausgedrückt wird , wie die letzte Ordinate MP =: y zu MN, 
also , da US = 1 war : x:i= y.l 

woraus folgt : « — yx. 

Nun ist bereits oben angegeben worden, dass die Flusion x als Einheit, 
als HaasB angenommen werden kann; thun wir dies, so wird also: 

i~y. 
Es sei z. B. gegeben die Fluentengldchung: 

»'+23:y«— *'+** = 
und zugleich sei y die Orduiale- der Neil'schen Parabel, es sei also 

S = -r. / i. Nach der oben aufgestellten Regel ergiebt sich aus der 
Fluenten-, die Flwuone ~ Gleichung : 

2»i + 2xyi+2xMif + 2yg + 2y»äi--2xi= 
oder, da nach dem soeben mtwickelten Satze s n= y ist und sa i^ Einheit 
genommen wurde: j/%+se9'+x%i/+yg—yM-'X^fi. 
Man sieht aus dieser ganzen Ableitung, dass auch Newton der dritten Ta- 
riabelen keine pboronomische Bodenlang unterzulegen vennodile, indem er 
ihr einen rein geometrischen Sinn zuschreibt. Ferner aber ist dieses Pro- 
htem Ton dem Twigen, wo nur zwei Fluenten vortunden waren, gar nicfat 
verschieden; denn es nuss ja y als FunctiMi von a gegebcs sein, und 
wenn dieser Werlh in die gegebene Gteiehui^ cingesettt wird , bleiben nur 
iwä Floent«!, f und x. Endilicli eitUt man duHber, wie ems GW- 
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chung mit mehr als drei Flnenten za behandeln sei, durchaus keinen Auf- 
schluss"). 

Nachdem Newton so die erste Aufgabe, aus einer gegebenen Fluen- 
tengleichung die Beziehung der Flusionen aufzuiösen, erledigt hat, wendet 
er sich ••) zum zweiten Problem , nämlich umgeliehrt aus der gegebenen 
Beziehung der Fluxionen die Pluentcngleichung wieder herzustellen, [las 
eine Verfahren, durch wekhes er dies bewerksteiUgle, und welches er 
selbst als ein nur parliculäres bezeichnet, soll wieder sogleich an einem be- 
stimmteu Beispide gezeigt werden. Es sei gegeben die GleKhung: 

Newton sdireibt nun folgendes Verfahren vor: Zunächst zeHege man die 
Gleichung in zwei Tbeile, ton denen der eine alle mit dem Coefficienten i, 
der andere alle mit dem CoefBcienten y behaftetea Glieder enthält In un- 
eerem Falle also trhüi man die beiden Tbeile; 



•) Br. Gerhardt spricht in seiner „Enldeckuog der höheren Analfüii. 
1S55" pag. 84, geslDtzt auf die Aehnlichbeit <lei von Newton aurgeslejlien 
Verfahrens mit dem von de Sluxe angegebenen, die Vermolbunj! aus, Newton 
habe diese erste Aufgabe luersl lediglich fQr Curven gelütil. Einmal aher ist 
diese Uehereinstimmung nicht so hedeulend, indem de Sluze die SuLlan^ieiiie 
sucht, mitliiD den Werth y— (j. Cerbardt's: „ Entdeck u Dg der Differeniial. 
recbnung durch Leibnii. 1S4S" pag. 14 u. 15), so dass die Eiponenlea von 
y bei ihm Oberall um die Eiaheil höher sind als hei dem New Ion 'sehen Ver- 
fahren, welches die Tanganta des Tangenten Winkels gtehl, ein Unterschied, 
der für die damalige Zeit keineswegs so unbedeutend ist, und beide slim- 
WB nvit i^Tia llbereiD, dass sie cjan Werth des OiffercDtialqnotienlen aus 
der irapliciten Gleicfanng f{x, y) = (s. o.) ableiten. Sodann aber liegt die 
umgekehrte Vermulhung ebenso nahe, dass nSmlich Newton seine Me- 
thode ursprAnglicb nur lur Lösung phoronomischer Aufgaben geschaffen und 
■ich derselben dann dutb zur Anwendung auf diejenigen geometrischen Pro- 
blawe, die damala eine gewisse BefQbmiheit erjaogt hatten, m LcilieDaa ge- 
sucht habe, wodurch Inconvenienien, wie die oben erwähnten, leiclit enisiehen 
konnten. Zudem bat, wie Biiifon in der Preface pag. XV u. XVI zu seiner 
Uebersetinng der „Methodas üuiionum" eniblt, de Sluze erst am 17, Januar 
1675, mitbin als Newton sein Verfahren schon halte, das seinige dem Secre* 
tair der Lttodoner Aktdemie, Oldenburg, mitgetheilt. 

**) „ÜAtkodiu lliaiwnm." ProbLU. 8oI«lia partitularis. 
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j*i^2jr'i-f3jfi und 3xg — y^+y'y. 
Der erste Theil wird nun mit x, der zweite mit y dividirt; ferner werden 
im ersten alle Potenzen von j-, im zweiten von y um die Einheit erhöht 
und jedes Glied mit dem zugehörigen Exponenten dividirt. So erhält 

man also: ^ — jx^+Sa;^ und 3aty — ^+V 

Diese so erhaltenen Theile werden mit Beibehaltung der Vorzeichen zu 
einem Aggregate vereinigt, jedoch so, dass, wenn in beiden Theilen ein 
und dasselbe Glied vorkommt, wie in unserem Falle 3xy, dasselbe im Ag- 
gregate nur einmal geschrieben wird. Das Gante wird dann = ß gesetzt, 
nnd bildet die gesuchte Fluentengleichung. Sie lautet mithin in unserem 

FaUe: ^ — }x»+Sj:y — 1--|-|- = 0. 

Man sieht sogleich, dass diesem Verfahren der schon oben erwShnte Satt 
der DifTerenzialrecbnung ebenfalls zu Grunde liegt, der Satz nämlich: 

■>/(». arl 
dy _ dx 

dx~ df{x, y) ' 

dy 

woraus folgt: ^^.^+^i^ . <Lr = 0. 

Offenbar schliesst nun Newton in ähnlicher Weise, als wenn man aus die- 
ser Gleichung folgern wollte, dass auch: 

dass also das totale Integral die Summe der partiellen sei. Denn in unse- 
rem Beispiele entspricht der Theil x*—2x*+iy dem Ausdrucke '^ ' J!-\ 
der TheQ 3x — y'+y' dem ,' ■ ■ Indem nun aber bei der partiellen 
Integration des ersten Ausdruckes nach x das in demselben etwa vorkom- 
mende y, bei der Integration des zweiten nach y das in demselben ent- 
haltene * als conslant angesehen wird, so folgt, dass dieser Schluss nur 
dann richtig ist, wenn entweder sich die gegebene Fluxions- oder Differen- 
zialgieichupg in zwei solche Theile zeriegen UiBst, dass der mit * behaftete 
Theil gar kein y, der mit y behaftete gtr kein « eObÜt, od«- aber wenn 
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weiügslens in 4er gegebenen Gleichung das totale Differenzial «ner Function 
Ton X und jr zugleich sich findet. Letzterer Umstand hat in unserem Bei- 
spiele statt, wo 3yi + 3xg das totale DilTereiizial von 3xy ist, woraus es 
sicli dam eriilSrt, warum dieses auf beiden Seiten geßindene Ghed nur 
eiiunal geschrieben werden darf. In allen anderen Fällen aber wird New- 
ton'» Verfahren etwas Unrichtiges liefern. Wollten wir z. B. dasselbe auf 
die Fluxionegleichung: 

x*x — 3a!*jx + xy^ — y'j = 
anwenden, so würden wir als Fluentengleichung eriialt«i: 

ein Resultat, von dessen Uiiriditigkeit man sich sogleich überzeugt, denn 

nimmt man von dieser Gleichung die Pluxionen, so ergiebt sieb: 

v' • . . . . . 

j3; — j'j + x'x—ix^yx + xs^y—y*y = (i, 

was mit der gegebenen Gleichung nicht identisch ist, wie es bei richtigem 
Verfahren sein müsste; wohingegen nach Newton's Methode aus der Glei- 
chung 4x»i-|-3a;*i — 3y*i— 6*i(s-|-3j^ = 
sieb richtig findet: s*+x^— Sjry^+y' = U, 

weil in ihr die Glieder 3a;*x — 3jf*j — Qxyy das totale Differenzial von 
x^—Zr^y bilden. 

Es folgt nun eine St^, in der Newton sieb so unklar ausspricht, 
dass es s^r schwierig ist, ihn zu verstehen. Es ist nämlich aus dem Vo- 
rigen hinreichend ersichtüch, dass das von ihm angegebene Verfahren, aus 
einer Fhientengleichung die der Pluxionen, oder umgekehrt, zu finden, nur 
dann angewendet werd«i kann, wenn alle GUeder mit Flusionen gleicher 
Dimension behaftet sind, wenn also z.B. alle Glieder Coelficienten haben, 
die nur aus den einfachen Fluxionen i, y bestehen, oätr wenn in allen 
die Fluüonen nur in der zweiten Dimension vorkommen, mithin jedes Ghed 
einen der Ausdrücke x',xs, y* zum Coefticienlen hat u. s.w. Newton 
Bchliesst nun richtig, dass nur in solchen Fluxionsgleichungen die Beziehung 
der Fluenten ' hergestellt werden könne, die dieser Bedmgung genügen. 
Denn, sagt er, kommen GUeder mit Fluxionen von höherer Dimension vor, 
als sich bei den übrigen finden, so sind diese von jenen ganz verschieden, 
und Gleichungen in dieser Form können nicht angewendet werden; es lasse 
W»itttnb<)Tii,FTifO. d.H9k. Anal. 3 
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«lieh riner, aeUt er hiiuni, dieser Uebdstand durch einen Kunstgriff besei 
(igen. Eb sei z.B. die Gleichung gegeben: s^x — bffj-y—tx'= 0. Von 
ihr sagt nun Newton, sie könne angesehen werden als Ausdruck für das 
Verliällniss der Homenle der Fluenten x und g, denn sowohl diese (die 
Fhienten) als die Momente seien ja Linien. Oflenhar liäll hier Newton, im 
Widerspruche mit dem Früheren, wo er erklärt hal, die HomeiUe seien 
den Fluiionen bloss propoilional und also auszudräcken durch JcO, yO, 
hier x, g selbsl fQr die Momente, und cooliuidirt also letztere, die nur 
eine geometrische Bedeutung haben , mit den Pluxionen , die rein phorono- 
mischer Natur sind. Wülu'end er nun in der Meinung steht, dass die Be- 
ziehung der Momente durch eine solche Gleichung gegeben sei, kann seiner 
AnBicht nadi die Beziehung dei* Fluxionen ans derselben nicht erkannt wer- 
den, mden a und y Linien vorstellen, also Grössen, die mit de« l^l^o- 
nen heterogen sind, was wieder im Widerspruche steht mit dem Funda- 
mentalsatze , dass das Verhältniss der Fluiionen dasselbe sei wie das der 
Momente. Um nun aHen GUedern Fluiionen von gleicher Dimension zu 
verschaffen, srbreibt Newton vor, man solle die ganze Gleichung mit dir 
Fluiion 2 einer dritten Veränderhcben x multipticiren , dieses x jedoch als 
Einheit annehmen, so dass man jedem Gliede das « in einer befolgen Po- 
tenz ohne Fehler als Factor beigeben könne. Dies geschiebt nun so, dass 
alle GUeder Fluxionen von gleicher Dimension haben. In unsere« Beispiele 
yiim z.B. das erste Glied x^x mit i, das zweite Glied bgxy, welches 
sdion mit zwei, also der höchsten hier voriiommenden Zahl von Fluiionen 
hehaRet ist, gar nicht, das dritte Glied cx^ mit i^ zi mBltipbob-en , so 
dass also die Gleichung die Form annimmt: x'xx — byxg~~exH^ = 9. 
Es braucht wohl kmm erwähnt zn werden, dass läer jeäer Süm, und ein 
solcher mvss doch einer jeden Operation untM^elegt wierdea , anfhwl, ins- 
besondere wewi man sich daran erinnert, d«9s Newton, der sich hi^ aber 
die Bedeutung der driUen Fluente z gar mcht ansapridit, variier die Fliehe 
emer Curve imter derselben verstand«) wissen wt^te; und dieuso unklar 
ist die AHnabme der dritten Fluiion i als Einb«t, was natirgemäss be- 
reits von der Flunon x vorausgesetzt worden ist. Das Auffalleodste »ber 
ist jedenfalls die eben erwähnte Vermengung der „FhixioDeii" und „Me- 
ffieste", die sich auf keine Weise rechtferLigen l^st. 

Offenbar genügte die oben mitgetheitte Hetbode Newton'«, &e er ja 
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auch nur afiräi als eiRe „Sokitin partienlaris " beieicfanet, aus mar gege- 
benen Flaxion^eicfeong die der Flueiiten abzuleiten, ibm selbst nicht, und 
er löst desshalb dasselbe i'roblem noch auf eine andere, zwar weniger -di- 
recte, ab»- aSgemeinere Weise*). Er schreibt hier zunächst vor, man 
solle jeder Cteichung die Form geben, dass aur einer Seite des Gleidiungs- 

zeicbens der Bruch -^i auf der anderen das übrige Aggregat steht; den 

X 

Zähler y dieses Bruches neaut er: „RcJata" (seil, qnantitaa), weil y das 
Sjmbol des Raumes ist, den Nenner x „Correlata". Femer unterschei- 
det er drei Classen Ton Fluxionsgleichungen, nämlich a) solche, die zwei 
Khuionen und eiite Fluente, b) solche, die zwei Fhienten mit zwei Flntie- 
nen, c) solche, die drei oder mehr Fluxionen enthaUen. Das Fundanen- 
talpriocip, dessen er sirh nun zu der allgemrinen Lösung bedient, ist die 
Eutwickdung in unendliche Reiben. 

Unter dem Falle a;, der sonst duixbaus keine Schwierigkeiten bat 
ist nur eine Aufgabe**), die besondei'es Interesse darbietet, nämlich die 

Lösung der Fluxionsgleichung : -r- = — ; 

zuerst folgert nun Newton hieraus: 

» = f = oo, 

wabrscbeinlicli. im Hinblick auf seine oben erwähnte erste AUiaodlung; „De 
analysi per aequationes etc.", wo er sich dberzeugt bat, dass der geome- 
trische Sinn dieser Aufgabe kern anderer ist , aia die gleicbseit^e Hjrpet^el 
zu quadriren. Die Fläche derselben ist aber uuendUch, mithin lag sein 
Schluss sehr nahe. Derselbe scheint ihm jedoch nicht hinlängUch sicher. 
Denn er löst dieselbe AuQjabe sofort audi auf eine andere Weise. Wird 
nämlich statt x auf der rechten Seite eine neue Variable emgeümut, indem 

man ^ a6-l-x setzt, so lässt sich der Bruch r-. — in eine tmendlicbe 

' b + x 

Reibe veTwandelB, die dann leicht zu bebandeln ist. Newton giebt jedoch 
die Svaame der durch AMeitiing der Fhienten aus dieser Reibe herrorge- 
gangenea nebt an. ^ ist bekanntlich ii.l{h+x), wenn l den natfirlichen 



*) „Hetbodaa BuiiAmnn'*. lY^. tl. 
**) BbenilaMtbgt: Casus I. 
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LogaritLmea bedeutet. Erst aus einer späteren Stelle*) geht hervor, dass 
er den Zusammenhang der erhaltenen Reihe mit den LogariÜunen wohl 
kannte. 

Der Fall b , **) umfasst die Mehrzahl der hierher gehörigen Aufgaben. 
Ihre Aullüsung geschieht nach Newt on's Darstellung folgendermaasse». Es 
sei z.B. gegeben die Gleichung: 

2x+ij:x — 2yx+x^x+j:^yx — j = 0. 
Zunächst wird dieselbe auf die Form gebracht: 

a; 
und Newton sucht nun die gesuchte Fluente y in Form einer un^KlIichen 
Reihe darzustellen. Zu dem Zwecke schreibt er Tor, alle Glieder der 
rechten Seite, die y nicht enthalten, in horizontaler, die mit y behafteten 
aber in verticaler Richtung hinzuschreiben, so dass also die rechte Seite 

die Form annimmt: 

2 + 33;+a;i 



-2s 

Nun werde das erste Ghed 2 der horizontalen Reihe mit s muldplicirt, so 
dass 2.r entsteht. Dies ist das erste Glied der den gesuchten Werth von 
y enthaltenden unendlichen Reihe. Darauf werde in d^ vertikalen GUedem 
— 2y+x's dieser bisher gefimdene Werth 2x von y tür y eingesetzt und 
die entstandenen GUeder den mit gleichen Exponenten versehenen der ho- 
rizontalen Reihe untergeschrieben, so dass also folgendes Schema entsteht: 
I 2 + 3j+a;' 
—U 
42ai* 

bisheriger Werth von also: y: y = 2x. 
Jetzt werden die Gheder der so entstandenen drei Horizontab*eihen (deren 
erste 2+3a:+a!', die zweite — 4r, die dritte -|-2a!' ist), welche » ent- 
halten, addirt; es sollen also +3x und — ix addüt werden, woraus sicli 
ergiebt — x. Wird dies mit s moltipUcirt, so da«s — x' entsteht und 



*) „Helbodua fluiionum". Prob I. IX. L— LXII. 
**) „Helkotlus fluxiouuni". Probl. II. Catosll. 
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sc' 
dies mit tauan Eiponentca 2 dividirt, so bildet der so erhaltene Werth — -^ 

das zweite Glied der y darstellenden Reihe, so dass wir also haben: 

y=x — -5-. Dieser Werth — -n- wird iiun wieder in der Vertikalrahe 

— 2jF + *'jr für y eingesetzt, und die erhaltenen Werthe der zweiten und 

dritten Horizontalreihe angeftlgt, so dass das Schema entsteht: 

I 2+31+0!» 

— 2i/l ..— 4a;+x> 

+i*yl .... + 3*+2j;»-^- 



hisheriger Werth von y: y= 2j— -g-. 
Jetzt werden die Glieder der Horizontah^ihen , die x"^ enthalten, addürt, 
wodurch j*+a!*=aa!* entsteht, dies wird mit* mullipKcirl , so dass 
2x* herauskommt und dann durch den Exponeniea 3 dividirt; der so er- 
haltene Werth \x* bildet das dritte Glied der Beihe für y , derselbe wird 
nieder in die Vertikalreihen eingesetzt u. &. w., so dass das Schema her- 
Toi^lit: 

J 2 + 31+3:" 



-2y 
+3!*y 



-4»+»»— 4ai*-taj'+iai» 

+ 2x^~\x*+\x^-if-\x* — \x'' 



und es wird: y = 2x — ia:*+|a:*+ia;' — ^a;*+ 

Wir fragen wieder nach dem Beweise dieses von* Newton ohne alle weitere 
Begründung angegebenen rein mechanischen Verfahrens, bei dessen Anblick 
man sich unwillkürlich an Fourier's Methode der Division erinnert, bei der 
dienfalls das Resultat durch Fortsetzung der Rechnung immer corri^rt 
und der Wahrheit näher gebracht wird. Man sieht nuii bald, dass der 
hier beschriebene Mechanismus auf der s. g. Methode der unbestimmten 
CoeÜGcienten beruhe. Da nämlicli y in einer nach Potenzen von t fort- 
schreitenden unendlichen Reihe ausgedrückt werden soll, muss dieselbe die 
Gestalt haben: y = ^ + J,a; + J2-iHija;»+ . . ., |) 

worin die Goel&cienten A^ , Ai u. b. w. zu bestimmen sind. Aus dieser 
Gleichung folgt nun sogleich: 



--Ä,+2Ai+3A,x*+iAtX' + ... tt) 
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VbJ Dun dn- angenommene Werth tod y ans t) ■> ^*^ ktilen Glektiung 
Kr jp eö^esebl , so ertiäh nun : 

-^ = 2(1— i,) + (3-2J,)a: + (l+i,-2J2>r«+(i, — ai,>i»+... •) 

Werden die CoellidentHi der Potenzen von x in dieser Reäie aal den CoeF- 
ficMDten der gleicben PotMueu in der Gkicboi^ ft) *er^rfaen, so er^ 
ben sieb hi«raits Gleidumgen, durch die sith die inliriiiiMlin GoeCEcieBksa 
A^,-Ai, Ax n. s. w. bestimmea Wir erfaahen abo in na se fM Beispiele : 
i, = 2a — J^; 2J, = 3— SU, ; Wi = 1+4.— ai,-, 44, = J, — 2Jj; 

54. = 4,-a44; 

Es Iradriiet äa , dass bei diesem Ter&hrcn ein oder ■efarcfe Coeffidenlea 
«AaslimBt bleiben käonen, wie z. B. bier A^ Es kmn miihin sein Wutb, 
wenn keine weiter« Beslimronng über ihn ^(rolfen ist, indem er etwa 
ein«' TorgesehririteoeD BedingaDg genögen sofl, wSknifch aBgenonUDea 
wetd«L Nehm»! wir non jI, := Q, s« bestinnea sich aDe übrigen Coef- 
ficiralen and man eiiiäh: 

i, = 0; i, - 2; i, = -i; J, = i; i, = i; J,=-j; . . . . 
kurz, wir erbakeo diesefben Coefficientea von x wieder, wie sie ?(ewlon 
dnnh seinen Mechanismiis findet, md ciM genauere BHrachtung desselben 
3Mgl, dass w in der Thal die Goefficienten nadi demselbeB BÜdan^geseLze 
eststdieo Usst, wie es sack nach der Mrtbode der anbestimmleu Coeffiäen- 
tcn benosgeatcHt bat. Da nnn aber einer oder wehren deraafl»cn wiU- 
küücb bleibe können, so folgt, dass dieselbe Aufgabe auf Terscfaiedene 
Weise gelöst werden kann. Kehmen wir i. B. i, =* J, so eibalten wir: 
J,= l;i, = «;4, = 3; J, = -4;i, = -i; i, = ,\;,... 
und für y also die Reihe: 

5=1 + i*'— ir*+ii«+Ä-'*+ • - - - 
Dieser Umstand, dass es Tersdnedene Lösun^n derselben Angabe (eiie, 
eatgsDg andi Newton nkfat und er macht ausdrücklirb auf denselben anf- 
merksam. KMunt auT der rechtm Seite der gegebenen Fhuionsgleicfaung 
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y im Nenner tot, me z. B. in der Glekbung: 

so substUuirt er für y ein Binom, z.B. I+x, lentwickelt den Brvdl . . 
in eioe Reibe und wendet dum dasselbe Verfahren an. Die IUag(A«ftig- 
keit desselbeir, die es mit der Hethode der unbeslimmlea CoeffiäeqlOi 
tbeilt, dass nämlich das allgemeine *Bildm>gBgeselz der Coefficienten nicbt 
ersichtlich sei, sowie besonders, dass man über die Con- oder Divei^ni 
der Reihen im Ungewissen bldbe, wird Niemand Newton zum Vorwurfe 
machen wollen, der weifis, dass erst ein Jahrhundert später der Begriff der 
Begriff der Con- und Divergenz zur Klarheit gelangte und dass der Streit 
über die Nothwendigfcrit der Untersuchung derselben sich fast bis in die 
Gegenwart gezogen hat. 

Hierauf • geht Newton zu dem nnter c) erwähnten Falle*), nl|nlicl| 
zur Lösung einer Fluxionsgleichung über, in der drei oder mehrere Fluxio- 
nen enthalten sind. Man muss jedoch zugeben, dass er in der Behandlung 
dieses allerdings schwierigen Problems, welches kein and^vs ist, als das 
der partiellen Differenzialglckhungea, nicht f^cklich war. Er hilft sich 
nämhch damit, dass er eine zweite Gleichung zwischen zweien der Vaiia- 
belen nach Willkür annimm t und mit ihrer Bülfe die Aufgabe löst. Es sä 
z.B. das Beispiel gegeben: 2x — t+yx = 0; 
so nimmt er die Gleichung: 

y = /"» oder y' = * 
zu Hülfe , aus der folgt : x = 2yy. 

Wird dieser Werth. in die gegebene Gleichung eingesetzt, so kommt berami 

4yy — ä+ffV*"Ö. 
Diese Gleichung Uefert als Beziehung zwischen den Fluenten: 

oder, da y's: X war: 2x+^xji =■ x. 

Dass dieses. Resultat ein unrichtiges id, davon überzeugt man sich leicht 
durch die Probe. Es lässt sich übrigens gerade dieses Beispiel leicht lö- 
sen. Schreibt man uämlich die gegebene Fluuousgleichung in der Form: 



*) „Hethodus fluxioaiuD"^ Probl. 11. Guus lU. 
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oder, mit Anweadung der jetzt üblichen fiezeichnungsweise der Differenzial- 

rechnung: x-^ = -, 2, 

ax dx 

so sieht man leicht, dass wenn A und B Constante sind, diese Gleichung er- 

flUlt wird dorch die Funcliouen: 

j = g±l.^.JJ>->+j,., . = jVI'"*'+2*+JI- 
Es genfigen mithin auch die Functionen: 

oder, indem wir für A,, J, u, 8,w- irgend eine Function von m, g>(tn), 
multiplicirt mit dm setzen, und alle GUeder snnuniren, d.h. nach m in- 
tegriFen: 



=ß 



Ebenso würde man, um die Gleichung 

ayi — 6it + ciy = 



zu lösen. 


nach Newton's Vorschrift z. B. y^ x*, 


milhin 3f = 3x*i 


setzen 


müssen, wodurch 


man erhielte: 














3aa»i«— *i« -f Ser^i» = 











oder: 




3„»— 6 + 3e3!>-^==0, 










folghch: 














Dies gShe 


, in eine Reibe umgewandelt: 












% 

X 


= y-+^'"+^'^'+ 


-w 


• + ... 






folgüch: 


X 


=i"('H.|.'H-¥.f:. 


x\.. 


•) 






ein Werth 




nicht 


genftgt 


Schreiben 


wir dieselbe aber 


in der Form: 
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X s 

i leicht, dass sie erfüllt ist durch den Werlh: 



V' 



wenn C eine Conslante ist, sie ist aber auch erfülll durch die Gleichung: 



wenn a nnd ß ebenlalls arbiträre Constante bezeichnen, woraus sich wie- 
der die allgemeinste Wurzel findet, indem man $ = \ffia).da setxt, wo 
ipia") irgend eine Function ¥on o bedeutet, und nach a integrüt, so dass 
die Gleichung 



• =Jia.yf{m^« + -i + 'i;+j>+<^ 



die Auflösung enthält, die freilich nur in einzelnen Fällen, wie die hier be- 
handelte Aufgabe, gefunden werden kann. 

Es ist schon aus dem bbher Gesagten ersichtücb, dass Newton's Me- 
thode, auf die Lösung einiger phoronomischer Aufgaben berechnet, in 
der That Oberall, wo sie den Boden der reinen Bewegungslehre verlässt, 
und den der reinen Analysis belrill, sich in Unklarheiten verwickelt. Es 
dürfte sich dies aber nirgends iu die Augen fallender zeigen, als darin, 
dass Newton ausser Stande war, einige der Fundamentalsätze der DifTeren- 
zialrechnnng mit hinreichender DeutUchkeit zu beweisen. Dahin rechnen 
wir insbesondere den Beweis") für die Fluxiun eines Productes und einer 
Potenz. Es heisst nämlich an genannter Stelle : Man denke sich ein Recht- 
eck, dessen Seiten A und B seien, dessen Inhalt also AB ist. Die Mo- 
mente dieser Seiten mögen bezüglich a und b heissen. Werden nun die 
Seiten A und B um die Hälften (!) der Momente vermindert und vermehrt, 
so entstehen zwei Rechtecke, deren Fläche bezüglich: 

{A — {aXB—ib) = AB—iAh—{Ba + iab 
und (i4 + !«,(« + ib) = AB + {Ab + {Ba + iab 

ist. Wird nun die erste dieser Gleichungen von der zweiten abgezogen, 
wodurch wir offenbar die FlächendiOerenz des Rechtecks aus den Sei- 



*) „Pr'Bcip. pbil. oaior. Kdiiio primi pag, 251. 
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len A+\a, Ä+1* und des andereo aus den Sdten A — Ja, B — {( 
und des anderen aus den Seiten A — |a, B — ib erhalten, also die 
Flidienz u nähme , die letzteres erleidet, wenn seine Seifen um äa gan- 
zes Moment wachsen, oder mit anderen Worten das Moment der Fliehe, 
so erhält man: Ab + Ba. Wie hier mit HülTe eines ParaUelogramms die 
Fluiion eines Products aus zwei Veränderlichen gefunden wurde, m lässt 
' sich auch mit Hülfe eines Parallelepipedons, dessen dritte Seite C ist, de- 
ren Moment c heissen mag, das Moment eines Productes ABC aus drei 
Kluenteo auffinden. Man erhält dann auf demselben Wege wie bisher 
durch Ah- und Zunehmenlassen um ein halbes Increment als Moment: 
ABo+ACb+BCa- Nehmen wir nun n VeränderUche und alle einander 
^eich, setzen wir also J = fi = C = . . ., so erhellt, dass auch ihre Mo- 
mente a= b = c = gleich sein ^nQssen, und dass wir auf diese Weise 

das Moment von A' erhalten. Dies wird also sein: nA'~^ . a. Es ist klar 
dass der Nerv dieses Beweises, das Ab- und Zunebmenlassen um halbe 
Incremente, eine Operation ist, mit der ein Sinn nicht verbunden werden 
kann. Uebrigens erhält man , wenn man die Fluenten, z. Bi A und B erst 
z. B. um ein Drittel eines Increments ab - , dann aber um 2wei Drittel zu- 
nehmen lässt , was Ja auih eine Veränderung um ein ganzes Moment ist, 
als Moment des Productes AB nicht Ab + Ba, sondern Ab + Ba-^ ^ab, und 
obiges ßesulfat Ab + Ba ersdieiiit eben nur hei einem Vor- und Rück- 
wärtsschreiten um ein halbes Moment. Man möchte daher fast die Ver- 
mutbung aussprechen, Newton habe den inzwischen von Leihpiz mit Hülfe 
seiner Differenzialrechnung gefundenen Salz: rfa?y =ifdx + xdg auch nach 
seiner Methode wohl oder ühid zu beweisen gesucht, obschon derselbe, wie 
sich aus dem Vorigen bereils ei'geben haben wird, für seine Theorie nicht 
so wichtig ist, als für die I^eibnizische. Dass aber auf das UnzulängUche 
seiner Beweismelhode erst achtundvierzigJalu'e. später von einem anonymen 
Autor*) aufmerksam -gemacht wurde, ist sehr auffallend und scheint Biot's 
ron-Guhrauer**) milgetheilte Meinung, dass Leibniz, der doch sonst ge- 



*) Die Sclirin desselLen ffdirt den Titel: j.The anaiyst, or > discourse 
adilres^ed lo an inliüel malhcmalican, By the aulhor of tlie miaute philo*, 
sopher". London, 1734. (S. $. 13). 

**) „Goltrried Wilhelm Freiherr v. Leibnii. Eioe Biographie von G. E. 
Guhrauer". Breslau, 1916. Tbed 1. pag. 397. 
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wisa dicMD Fehlen hervorgefaobrai hUle,' die Priuc. pbil. nal. »nicht gde- 
sm oder höchtens nur darin geblutert habe" au bestätigea. Es versteht 
ekk v«n aeU>Bt, dais der aus dem Verfahren bei einem Pruducte von iwei 
Fluanlcn abgeieiteta Beweis für die BestimiDung des Homcntn einer Potenz 
ehenso unhaltbar ist. Derselbe entbehrt Ol>rigeHg auch noch öberdies der 
geometrisclien , von- Recht«<dL und Parallelopipedon bergeiiommenen An- 
scbtulichkail, wenn der Eiponent grüaier als 3 ist. l'eberbaupt scheint 
bei Newton über dem Beweise, dass die FJuuon voa x* gleich nx"~'Iz sei, 
ein böses Veriüsguigs gewaltet lu Itaben. Denn indem er in einer 1704 
verbssten Abhandlung*) den genumteoi Satz, vielleicht weil ihm die in .den 
Pnne. phil. uat. gegebene Begründung nicht genügte , mit Hülfe des Bino- 
mialtbeorema zu beweisen suchte, lässt er die Fluente jc um suuelimea 
und entwickelt (ai + t))" nach dem bioomiechea Satae in eine Reibe, so 
dass man erlült: 

■ {a! + 0)-=af+j a;"-".Q + 'i^^[^x— V0>+.... 

'. für die erste, das Glied "-^^ ■ *^ • 0» 

für die zweite Fluxion u. s. w. erltklrt, begeht er einen Fehler, da in dem 
Ausdrucke für die erste > zweite u. s. w. Fluxion von x* die Nenner 1.2, 



«(n— l)x— ' und nicht Z;~-V->, ^ = «(n--l)(n— 2)a;-a, nicht 
j — Q— T x'~* u. s. w. Auch wurde Newton, wie schon Horsley in 

einer Anmerkung zu dieser Stelle erzählt, von Andereu (nämlich von Ni- 
colaus fiernoulh) auf diesen Fehler aufmerksam gemacht, wesshalb er spä- 
ter durch die Einscliiebiing des AVörlchens „ut" in Jeu Laleiiiiscben Text 
sich dahin verbesserte, dass er sagte, die genannten Glieder verhielten 
sieb wie die Fluxioncn zweiter, dritter' u. s.w. Ordnung**). Es scheint 



*) „Traelalu^ ife i|u>Jr<ilura corvaruio". 8cholmni. Diese Ahbandtung 
«rsclnen ««gleidi mit leiiiKr Optik unil iler „ Eituueraliti lincariiin tertit or- 
dit,i>". (S.o.) 

**) Vergl. Gerhanll: „Die Entdeckung dtr höheren Analysjs". 1855, 
p.B. 8». 
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aber nicbt bemerkt worden zu sän, dass auch daim noch ein Fehler , we- 
nigstens eine Unklarheit in der Rechnung übrig geblieben ist. Offenbar 
nlmlich will er an dieser Stelle das M um ein Moment zunehmen lassen. 
Dies wird aber nicht darth 0, sondtHH wenn x die Fluxion bezeichnet, 
durch xO ausgedrückt; es ist also fiberall wü für zu setzen, und die 
er&te, zweite, dritte Fluxion von ir" sind bezüglich mx"— 'x, n(« — l)i^~*.x, 
n(H — 1)(h — 2)i**^at. Den letzten der eben erwähnten beiden Fehler be- 
gebt übrigens Newton auch schon an einer Stelle der Principia*) , wo er 
sich, wenn auch nur an einem Beispiele, über die geometrische Bedeutung 
der successiven GUeder einer Binomialreibe ausspricht: Es sei nämlich 
(Fig. ]3i ein Kreis mit dem H»lbmesser r gegeben, dessen Centmm als 
Goordiuatenanfangspunkt betrachtet werde. Dann ist die der Abscisse 
OM=x zugehörige Ordmate MP'=g = ^r^ — »*, mithin, wenn MM'^0 
ein Moment (nach Newton's Ausdruck) der Abscisse ist, die der Abscisse 
OW, zugehörige Ordinate lU'P' = ^t* — (i+Oj' oder: 



oder, da r' — «* = y' 



M'P'= ^fff'— 2*0-0*. 
Wird nun der buiomische Satz angewandt, so eriiilt man: 

* V 2y 2y' 2,' 2/ 
Da nun x^ = r^ — y^, so können wir diesen Werth für x^ einsetzen, dann 
ergiebt sich: 

" y 2y 2y*'*'2j, 2j,> V 2a» '" 

oder: li'P' mm y -^—^ ^-^n ■■■ 

y 2y» 2y* 

Auch hier müsste offenbar überall iO an der Stelle ton stehen, da das 

Moment durch iO bezeichnet wii-d. Was nun die geomeliische Bedeutung 

der einzehien GUeder betrifft, so legt Newton, da das erste GUed y die 

Ordinate HP darstellt, auch den übrigen, ohne sich jedoch weiter auf eine 

Begründung einzulassen, einen geometrischen Sinn unter und spricht sich 

dahin aus, das erste nach y folgende Glied bedeute die Linie RQ, durch 



*) „PriDC pbil. nat." Lil». II. SecL II. Propos. X. Probt. III. 
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die die Tangeote in P beBlimmt werde, das zweite bedeute P'R, die 
iwisctteD Curve und Tangeole gelegen die Krümmung bestimme, das dritte 
bedeute die Variation der KrAmmung, das vierte die Variation der Varia- 
tion u. 3. w. — Wenn sich nun schon Newton an den erwähnten drei 
Orten (der erste war die oben erwilmte Stelle, wo er einer Pluxionsglei- 
cfaung Fluiionen von derselben Dimension zu verschaffen sucht) eine Un- 
klarheit in Bezug auf den Be^iff der „Momente" offenbar zu Schulden 
kommen lässt, so ist doch die Art und Weise, wie sie sich von den Flu- 
xionen unterscheiden in der „Hetbodus Quilonum" zu klar und deutlidi 
angegeben, als dass man diesen drei Stellen eine Bedeutung beilegen könnte. 
Man wird sie vielmehr nur für Versehen zu halten haben, wie sie einem 
Jeden begegnen. Daher kann es nicht gdiilligt werden, wenn sich-Mon- 
tucla dahin ausspridit, Newton habe unter „Fluilon" zweierlei vemtan- 
den, einmal die Geschwindigkeit*), sodann wie die Incremente (accroisse- 
mens) **) und habe für sie bald die Bezeichnung i , bald zO (wahrschein- 



*) Hontucia; Histoire des mathiraaiiques. Tome 11. pag. 973. 

**) Ebendtsellial pag. 373 sagt NoDiüela : „ M. Newton codg-iÜ encore ces 
Duiiong d'une autre manifere, savoir comme le! ilerniferes raisons dea 
mens aimullands de dem graadeurs qui depeudcnt l'une de l'dulre, 
irouver donc cetie raison supposons Taliacisse ^gale ä x ft l'unlniinäe repr£- 
aenläe par une fonctioD de x, comnie x". Que raccroisscmriiL de x soll dC' 
sign6 par sc, tandisque x deviendra ac+ii" deviendra (x + x)' ou a;"+iia"— • 
x-\ ^ — «""'.«*+... Les accroiasemcDS sont donc commt x el tui'^' 

x-\ ^ — ^*""'.a!+. .. ou eomme 1 el na:""' + -^^-r: — i^~^.x elc. Donc 

ä riaslant oü x deviendra ikvo, Celle raison sera Celle de 1 i fu*~', ou 
enßn celle de ;c i na^^'«, qui esl U mime. Ainsi la fluiion ou l'accroisf 
sement ävanescenl de x' sera 2xx, celui de x*, 3xV elc. comme il est 
iisi de le conciure du rarsonaemeDt ci-dessu«, On toit encore par lä d'une 
avtre naoüre qae ui dcsaus ce que sont les fluiions de HuaioaB, uu les ac- 
croissemeiis d'accroissenea». . ." Wslirend aluo Moolucla Anfangs richtig sagt, 
die fluxioDs sont comme les derniire« raisons des accroissemens , behandClt 
er sie luletil („les fluiions Je fluiions ou les accroissemens d'accroisse- 
mens") als identische Dinge. Ebenso unbegreiflich ist es, was er mit den 
Worten „Donc i riostant oü x sera i£ro" meint, da ja die Fluiion x nie 
- ^ gecstit wird. Vielmehr nimmt sie Newton «tets zur Einheit, lum Haasae. 
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Ikb iat aü xa verstdtm) angewendet. Es ist wahr, das! Newton bei der 
Anwendung seiner FJuxionameUiode auf Geometrie in der „ IfeÜtoda» flil- 
xionnm" Ofier z.H. die Abacisse x um ie statt um j:0 wadisen lisst, etc.; 
allein Uer, wo er eich kori vorlter über „Fluxionen" und „Moaieaie" 
so deutlich ausgesproGhen hat, darf man es gewiss nicht anders erUirNi, 
als dad«rch, dass er dies that, um nicht immerwährend dasselbe sagen 
EU müssen, denn in jed^ Beispiele müssen doch zuletzt die Ftmiooeo an 
die Stelle der Momente gesetzt werden. Diesen stereotypen Gedankengang 
2u vermeiden setzt Newton ^tuh die Fhixionen statt der Honenle , iher- 
zeugt, dass Jed^, der das Vorausgegangene gdeacn, sich leicht darein fln- 
de» werde. Aulfallender sind allerdings die oben angefahrten drei SlHIen, 
hei dum) er dies wohl nicht so unmittelbar Torautselzen konnte. 

Geben wir nun zn der Anwendung aber, die Newton von seiner Me- 
thode zur Lösung geometrischer Aufgaben macht«. Die eiirfacbste Anwen- 
dung hess unatraitig das Taflgentenprcdikna'') zu. Denn lassen wer die 
Goordinaten x und y einer Curve um Incremente zunehmen, so wh^, 
dass die trigonometrische Tangente des Tangentenwinkek erhalten wird, 
indem wir in dem aus diesen Incremcnten gebildeten QuoUenten dieselben 
Terschwinden , d. h. in Homenle übei^eben lassen , oder da das Veriiät- 
niss der Momente dasselbe ist, wie das der Fluxionen, indem wir aus der 
gegebenen Curvengleicliung das Verbältniss der Flüiionen suchen. Aus 
dem Vorigen ist nun klar, dass Newton dies nur bei algebraischen Cur- 
ven zu finden im Stande war, da seine Methodel, die Fluxionen zu Haden, 
sich nur auf algebraische Functionen beschrankte. Er stellte daher noch 
eine Reih« anderer Methoden auf, e. B. mit Hülfe d^ Fläche der Curve, 
oder mit Hülle eines gegebenen Kreises u. s. w. die Auf^be zu lösen. 
Allein diese sind.sänuntlicli in einzelnen Fällen anwendbar und tragen das 
Gepräge des EünstUcben an sich. Auch in Beziehung auf das AOffinden 
der Maxima und Mimma, eine Autgabe, die er merkwürdiger Weise noch 
vor der Ta'ngentenmeUiode abhandelte**), war er w^iigstens nicht glflek- 
lidier alsFermat***), indem er wohl durch Uebei^ehen von der gegebenen 



*) »Helkodat Ouiionam". Prob). IV. 

**) Ebeudaielbst. Probl. JH. 

**") Fenaat's Melhwle Amlct sich dariseatalit in Gerhardt^s „Emdeekag 
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FuDction zu ihrer Flaxion und durch Seteen derselben gleich Null , den 
Werth ermittelte, TAr den ein Zeichen Wechsel staltfindel, aber nicht zu he- 
stimmen im Stande war, oh dies ein Maximum oder Minimum sei. Be- 
merkenswerlh ist, dass Newton aach die Flexionspunkte der Curven, wo 
dieselben also aus Conveiität in Conoavilät oder umgekehrt übergehen, zu 
bestimmen suchte, eine Untersuchung, die er jedoch nur fQr die Conchojde 
des Nikodemus anslcUle*). Diese Curve entsteht bekanntlich, indem eine 
gerade Liiue QP (Fig. 14) von der LSnge a mit dem eüien Ende Q auf 
einer anderen Geraden OS hingleitet und zwar so, dass sie stets nach 
einem gegebenen Punkte R , dem s. g. Pole , der unter oder über OS ge- 
legeo sei« kaiu), igerichtet ist Die Linie, die daoD der «ödere Endpunkt 
P der gleitenden Geraden QP beschftibt, faeisst ilie Conchoide. liegt der 
Pol II (Fig. 14") unter OS, so hat dieselbe keüieii Rätäk^sptiiikt, li^ 
er aber über OS (Fig. 14*), so kann die Curve eine Schlcire bilden. Wir 
betrachten hier den ersten Fall. Nehmen wir die OS zur Abscissenachse, 
und eine vom P<^ A auf sie gerichlete Gerade als Ordinatenachse , so ha- 
ben wir, wenn wir Ofi durch b, QP durch o, die Abscisse OH durch x, 
die Ordinate IUP durch g bezeichnen, um die Gleichung unserer Curve m 



finden, die Pfoporti 


n: l:*-«0 = ,:«e 


(rfer: 


b+,:y^l:m 


folglith : 




NuH ist ab«r a««li: 


KQ^'l&'-m' 


d.li. 


UQ^^.'-g'. 


Wir haben aUo die 


geaiichte Gleichuflg: 




6 + J " ,' 



oder: ('+J')^<i' — y* — *if — Ö. 

Nhb bestimmt Newton die Snbtangente MS aus der IVoportion: 

y : MS =yiJr, 
wobei natürlich durch Substitulion die Wurzel V""— J/* in der gegebenen 



der DilTerenzial rech nun g durch LeÜjois'". 1S49. jiag. 11 und 12 und in des- 
selben: „Entdeckung der höheren Aoal;fus". 1865. pag, 4J und 43. 
*} „Hethodus flutionum". ProbI, IV. 
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3r* = x gesetzt, so 




wobei das — Zeichen links, da es nur die Lage andeutet und es sieb hier 
nur um die absolute Länge handelt, unberücksicbligt gelassen wird. Dann 
ergiebt svch: 

Nun folgert Newton, dass der Inflexionspunkt sich da befinde, wo OS ein 
Hinünum sei. Wir haben also dem Vorigen zuTolge nur die Fluxion von OS 
zu nehmen und diese ^0 zu setzen. So gelangen wir zu der Glei^ung: 

y*Va'— ff** 
Es bestimmt sich also der Inflexionspunkt aus der BedingUDg: 

2a»ft — 36y*-S» = 
oder: S» + 36ff* — 2a'6 = ». 

Es braucht nicht hinzagerügt zu werden, Ass die Meinung nicht riditig 
ist, die Krümmung ändere sich, wenn die Äbscisse plus oder minus der 
Snblangente ein Minimum ist; vielmehr wird der Inflexionspunkt gefunden, 
indem der zweite Differenzialquolient an dieser Stelle = oder OO sein 
muss. In dem von Newton gewählten Beispiele aber er^bt sich zufSHi- 
ger Weise durch sein Verfahren das Richtige, indem der zweite Diffe- 
renzialquotient der Conchoide lautet: 

d^ _ 2a'ft — 3& J*— y' 

Indem wir diesen Werlh =0 seUen, eibalten wir Newton's Bedingungs- 
gleichung wieder. Wie erwähnt, ist dies jedoch nur Zufall — Dagegen 
war er der erste, der eine richtige Formel für den Krümmungshalbmesser 
aufstellte*). Es sei nämlich ÄD (Fig. 15) eine Curve, TD die Tangente 
an dieselbe und d Uege in der Verlängerung der Tangente. Der fragliche 
Krümmungshalbmesser, der also senkrecht zu TD steht, sei DC. Nun 



*) „Hethodua fluiionum". Probl. V, 
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werde, wenn AB, BD die reditwinbeligen Coordinaten x, y des Curven- 
punkU D sind, DG parallel der X-Achse gezogen und das Rechteck 
DBCG cotistruirt; von dem dem Curvenpunkte unendlich nahea Punkte 
d der Tangente werde nun dC gezogen und ile -L DF gemacht. Auf CG 
werde ein Stflck Cg~\ angenommen und von g ejne zur X-Achse paral- 
lele Gerade g3 gezogen, die die dC in / schneidet; gd heisse z. Nun ist 
offenbar Dt dag Moment von x, also ^ xQ, de das Moment von y, also 
= yO, df das Moment von «, und daher =sO. Femer hahen wir die 
Proportion: CG : Cg = DF : 8f 

d.h.: CG:\ = DFM 

DF 

also ist: CG=a — 

sO 

Nun aber ist:. DF=De + eF = xO + eF 

oder, da der Winkel FdB als ein Rechter angesehen werden kapo, da d 
uneodlidi nahe hei D, Cd unendlich nahe hei CD liegt, und Winkel CDT 
oin techter ist, DF^iO+ g = l0 + »^ = *5.ti^ 



fol^^h wird CG = 

Weiter aber verhält sich: 

GD:gd = 

d.h. GD:s = 



und es ist daher: fiJ> = — .T* -a 

sz 

Vermöge der Werthe von CG und GD ergebt sich nun der Krümmungs- 

halbmoiier: C0 = ^ .t ^ ^1 + %^ 

sz 

Es verhält sich aber auch g3:Cg = de: De 
d. h.! a:l3= y:* 

es ist also »^-^ 

Wird dieser Werth (Or » in die Gleiehoi^ fOr den Krümmungshalbmes'- 

eiogeseUt, so nmimt sie die Gestalt a^: 

Wtif inttrn, Prine, i. IM. ÄMt. ^ 
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XX 

Gewöhnlich wird nun x = \ gesetzt, und dann wird noch einfacher: 

i 
MaD sieht, wie Newton hier durch Substitution voa x für %- oder also, 

X 

wenn x ^ 1 ist, itir y die zweite FluxiuR von y umgdit, und wie dieselbe 
in Folge dessen etwas Unbestimmtes und Unansdianhchea bildet. Hat man 
nun den Krümmungshalbmesser gefunden, so ist es nicht schwer, die Glei- 
chung der Evolute abzuleiten. Diess ist nämlich diejenige Curve, die die 
Eigenschaft hat, dass ein um sie geschlungener unausdehnbarer Faden, 
wenn er von ihr abgewickelt wird, mit seinem einen Endpunkte die eine 
Cupve, die in Beziehung zur Evolute den Namen Evolvente führt, beschreibt. 
Es sei also OpP (Fig. 16) eine GurVe und Cp'F eine zweite und 2war die 
Evolute der erstem, so ist es offenbar möglich, dass der um die C^'P' 
geschlungene Faden, noch bevor er abgewickelt wird, sdion um ein Stück 
CO über C hinausragt. Femer wird, indem nun die Evolute abgewickelt 
wü-d, so dass z. B. der ausgespannte Faden in die Lagen pp', PP" kommt, 
derselbe die Evolute in den Punkten p', P" berühren , also ihre Tangente 
sein, und offenbar ist jedes Stück pp', PP" des Fadens der Krümmungs- 
halbmesser der Evolvente OpP in den Punkten p und P, und endUch 
die Länge pp', PP" stets gleich der des zugehörigen Evolutenbogens Cp\ 
CP, von dem der Faden abgewickelt ward, plus dem constant hinzukom- 
menden Stück CO, welches (>g heisse. Nennen wir nun die Coordinaten der 
gegebenen Evolvente, vom Punkte aus gerechnet, OM, MP bezüglich 
X, y, die Coordinaten CM\ M'F der Evolute, die Abscisse Tom Punkte C 
aus gerechnet , |, ij, so ergiebt sich leicht aus s, g die Gleichung der 

Evolute. Wir erhallen nämUch, wie man sich leicht fiberzeugt, wenn-r 

a: 
wieder mit » bezeichnet und a;=l angenommen wird: 



«Google 



— 51 — 

))= r^ J. 

Indem also für jede Curve leiclit die Evolute gefunden werden kann, so 
kann man mit Hülfe einer jeden eine zweite Curve finden , die durch Anf- 
äuchiing des KrAmroungshalbmessers der ersten rectificirt nird. Dies war 
das BGtlel, durrh welches Newton das Problem der Rectificalion zu ISsen 
suchte*). Da man nun dem zufolge jede zu rectificirende Linie als Evolute 
einer andern ansehn muss , so kommt die Aufgabe darauf hinaus, aus der 
Evolnle die Evobenle abzuleiten, ein IVoblem, welches weit schwieriger ist 
als das umgekehrte. Es bUeb daher Newton nichts ä>rig, als von allen 
ihm bdiannlen Curven die Evoluten eu suchen; diese stellten dann die 
reclificahefai Linien vor, deren Länge durch den Krümmungshalbmesser der 
erslern gegeben war. Bei den meisten andern Linien war für Newton die 
Lfisang der Aufgabe uumf^ch. Dies ist also ein Umstand, durch den 
seine I^loiionsrechnung gegen LeibnizedsDilTerenzialmethode auf das Ent- 
sdnedaisle in den Schalten tritt, indem ielzlere frei von dieser Beschrin- 
kung ist unä jede Aufgabe, wenigstens bis zu jedem Grade der Genauigkeit 
lösen kann. — Ebenso unzureichend war das, was Newton über die Qua- 
dratur der Curven aufstellte**). Es ist schon oben, bei einer andern 
Gel^enhnt, arwähnl worden, dass er, wuin die Fläche einer Curve durch 
z bezeichnet, unter der Abscissenachse eine Linie ON (Fig. 12) gleich der 
Einheit angenommen und die Ordinale MP, sowie MR zu gleicher Zeit 
fortbewegt werden, urtheille, die Geschwindigkeit, mit der sich die Fläche 
QOMP^s vergrössere, verhake sich zur Geschnind^keit, mit der sich das 
Rechteck NOBIR vei^ssere, dessNi Inhalt wegen ON = HR = 1 durch s 
ausgedrückt Wird, wie JfFzu MR, d. h. wie ^ : I. Es gih also die Proportion: 

iO:iO=y:l 
oder : i : i = j : l 

nnd es ist daher x s y i 

oder, wenn w x = l setzen: z =y- 
Um also X zu ertialten, muss man von dieser Fluxionsgleichung zur Fluen- 

*> „Helhodiis Diuionum." Prokl. S. 
**) Uwad«. Probl. VU. IS. 
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tengleichiing flbergehen. Es ist aber bereits oben gezeigt worden, wie 
wenig ausreichend Newton's Methode, dies zu bcweriistelligen, war, und 
wenn irgend, so zeigt sicli gerade hier der grosse Vorüieil, den die Difle- 
renzial- und Integralrechnung gewahrt, auf das Allerentschiedenste. Schon 
das ist von grosser Wichligkeil, dass Newton den Uebergang von der 
Fluxionegleichung a = y zur Fluentengleichung , die also z=f geheiBsen 
hätte, nirgends andeutet, indem er sich dieses Zeicliens, sonie des für die 
Flusionen höherer Ordnungen erst in dem „Tractatus de ^uadratum .cuj> 
Tarum" bediente, während die Integralrechnung schon frühe den allge- 

liieinen Ausdruck für eine Fläche, fydx hinstellte. Was nun Newton^s 



Fläche , fydi 



Verfahren in Bezug auf das Ausrechnen der Fläche selbst betrifil, s» Ist aus 
dem Früheren klar, dass er dies nur in den einßtchsten FäUeu direkt aus- 
zuflUiren vermochte. In allen etwas eusanunengesetzten muaste er entwe- 
der tur Entwickelung in Reiben seine ZuJlucbt nehmen oder ein anderes, 
^ioh näher zu beschreibendes Verfohren anwenden. Es sei 3. B. geBucht 

die Fläche s der Curve, deren Gleichung ist: y = ■=— - — j. Dies öiuas 

Newton in eine Reibe auflAsen; und zwar kann dies, da sich > 

\_ 
auch schreiben lässl —, auf doppelte Weise geschehen. Es ist also : 

entweder z = 3= ^ ' , =al— ** + »* — »' + ,.. 

1 1 \ ^\ I , 

oder '^ = »=1 + ». - J5— i? + p-JJ + --- 

Tolglich wird durch Uebergang zu den Fluenten: 

j = jjr— fr« + iJC> — 4«' + .... 

oder: « = -( t J-i Ti +*■?—- ) 

und hiermit ist für Newton die Aufgabe gelöst. Es ist schon c^en bemerkt 
worden, dass er die Con - oder Divergenz der von ihm angewandten Reiben 
nicht berücksichtigte, ebenso wenig kannte er die Summe s^ Arctang.x 

oder » = — Arctang.— der hier angewandten fieibei). Wohl aber ge- 
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brauchte er £e Qaadntw der ^ciobseilign Hyperi»! zur Berecluiung der 
nalüriichen oder hyperltolischen , und milhtD aacfa der künstlichen Loga- 
rithmen. Wdt HMifar Gewicht le^ Newton auf die andere Methode der 
Quadntur*). Dieselbe ist folgende: Es sei eine Cuire mit den Coordinaten 
T, g gegeben, deren Fläche F vom Anfongspunkte bis zur Abscisse x be- 
kannt sei; wir suchen non die Gleichong einer zweiten Curre Ton der Be- 
schaffenheit, dass die Fläche f derselben bis zu einer Abscisse §, die t- B. 
die Hälfte, ein Drittel u. s. w., kurz eine w^&üriich anzuaehmende Function 
von x-ist, anf eine gewisse, ebenfalls wü&iirlich zu bestinun«ide Weise 
TOQ der ersten Fläche F abhängt, also eine Function derselben ist. Da- 
durch wird umgekehrt die Flädie / der zwdten Cuire, deren Coordinaten 
I, t; beissen, durch die bekannte FUdie F der ersten Gurre mit den Coor- 
dinaten X, y bestiuunt. Es ist also ganz dasselbe Verfahren, was er auch 
bei der Rektiffcalion «nscUng. Als bekannte Curre, Ton der er ausging, 
nahm er die KegelscbniUe, und suchte also die Quadratar anderer Curveo 
auf die derselben zurückzuführen, oder nelmdir aus den Gleichungen der 
Kegelschnitte die anderer Cnrren abzuldlen, deren Fläche m der der Ke- 
gelschnitte in einem bestimmten Vertiältaisse steht. Es sä also x. B. be- 
kannt die Fläche F des Kegelscimitts , dessen Gleichung 

ist Es wird eaa dse sokbe Gleichung zwischen $ und ij, ahm tiae solche 
Cnrre gesucht , dass ihre Flidie f von o bis | sich ans da* Flädie F ab- 
leiten lasse durch die Gleidiong 

f=:2xg~ZF. 
Soll diese Beifingung erfüpt sein, so mnss offenbar die FkoioB von f, die 
mithin J]i ist, ^eicfa Sfän der Fluxitm der rechten Seite der letzen Glei- 
chung. Es mnss also die Gl^hung bestehen, 

ril=2xi + ^i—3yx = 2x3~yi 
indem ja die Fluxion von F =:ifx aL Wird nun aus der g^dienen 
CurMn^tfchaug da- Wcith tod y hercchiiet, und in die letzte GleichiiBg 
eingesetzt, so lauld dieselbe: 



*) Auser in der ^ettod« luziMum" PnAl. OL L — LXfl indet i 
diesflbe «dA im „Tiactalw de quAiabiu cunarua" 17M hahaudatt. 
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f as + 2ßx^ — ax = 
V9= 



oder: ri^="- — x 

S 
Nehmen wir nun an, zwischen den beiden Abscissen xund i, die nalür- 
licb von demselben Coordinatenanfangspunkle aus gerechnet werden, bestehe 
z. B. folgende Beziehuug, es sei 
_ J_ 

so wuvi: ä?= — ' ^ I -i 



und g^^as + ß.r*=-^/ ~+^ 

Setzen wir diese Werthe für x und y in die letzte Flusionegleichnng 

ff § = i etn, so lautet sie : 



s V IT J^r 



oder 



ßy 



Diess ist also die Gleichung derjenigen Corve, die bis zur Abscisse 

5 = eine Fläche f=2xg — iF hat, wenn F die Fläche des Kegel- 

r* 

Schnitts y = ^ax + ßx^ bis zur Abscisse x ist. Nehmen wir z. B. 

a^2r, jS=l, )< = — 1, so bedeutet die Gleichung ff = Vß''^+^-«'*- 

die dann übergeht in y = ^x (är — x) 

einen Kreis mit dem Halbmesser r, die Gleichung der andern Curve aber 

geht dann über in ri = — . 

V2r — I 

oder, wenn wir ij = — rf setzen, und dann wieder t] statt ij' schreiben, in 

d. h. die andere Curre ist dann eine Cissoide (vergi. %. {.), deren Erzeu- 
guogskreis der durch die erste Gurre besümmte ist. Indem ferner fOr 
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y — — I die Gleichung ^ = = ■ — -• 



übergeht in £=:x, so sehen wir 



also: die'CisBoide ist diejenige Carve, die die Eigenschatl hat, dass ein 
Flä^henstück OMP (Fig. 17) bis zur Abscisse OAf gleich ist dem zweifachen 
Rechteck OMffR aus den Coordinaten des Erzeugungsbreises (es ist näm- 
Uch OMNR nichts anderes, als der geometrische Ausdruck Tür 2xg) für 
dieselbe Abscisse, weaiger der dreifachen sectorartigen Fläche OMJiO (die- 
selbe ist nämhch = %F). Auf diese Weise ist also die Quadratur der Cis~ 
soide auf die des Kreises zurückgeführt. Newton wussle nun das Problem 
der Quadratur nicht anders zu lösen , als indem er ein Verzeichniss aller 
Curven entwarf, die sich mit Hülfe der Kegelschnitte quadriren Uessen 
(„Catalogus curvamm ad conicas sectiones relataruDi" bei Horsley). Es 
leuchtet eiti, dass dieses indirecte Verfahren, indem man immer eine Curve 
mit Herbeiziehung einer anderen quadrirt, hinter der directen Integralrech- 
nung zurücksteht. Wir können das Kapitel von der Quadratur nicht ver- 
lassen, ohne noch auf etwas außnerksam zu machen. ' Indem Newton sagt, 
die Linie MP (Fig. 12) stelle die Pluxion der Fläche s dar, meint er offen- 
bar damit den numerischen Werth dieser Ordinate. Denn er drückt 'sich 
wohl nicht ohne Absicht so aus:*) Fluxiones per ordinatas illas (nämUch 
MP und MR) exponi possunt, pfopterea quod ordinatae illae sunt ut areanim 
augmenta nascentia." Er sagt also nicht, dass die letzten Ordinaten UP, 
MR die Flu»onen der Flächen seien, sondern nur, dass sie sich verhalten 
wie die Fluxionen. Es ist daher eine Bemerkung Raphson's**) nicht rich- 
tig, der sich dahin ausspricht: Es sei ein Unterschied zu machen zwischen 
der algebraischen und geometrischen Fluxion einer Fluente. Wenn z. B 
gegeben sei jr' — Sox*, wo y die Fläche einer Curve bedeute, 60 erhalte 

mau durc^ Udbei^ng zur Fluxion: 2gy=^axx oder y = 3a — jr, und 
wenn man i-=i setze, müsse mau schreiben, nicht y = ^a — , son- 



*) „Traclatui de quadratura curvarum." lolroduclio. 

**) Von RapbsoD's Werke: „The hislory ol FluxioDs, by Ihc lale Hr. 
Joseph Bapbson, A. H. aod R. S." London 1715 war mir nur eine Lateinische 
HeberHtinng Von «lemselbea Jahre saglnglich. Die aogezogene Slelle findet 
sich daselbst in Cap. VI. 



by Google 



- M " 

dcni tt = 3a-^.l; denn die RuSion derFIScUe sei das Rechteck aus der letz- 

y 

ten Ordkiate und der der Einheit gleich genammeiien Pluiioa x der Aliscisse, 
ein Umstand, der bei Newtoii's Schreibweise nioht sinbtbat sei. Indeseen 
dieeem kam es, wie erwähnt, nur auf die Zahlenwerthe aui der bei den 
Linien MP und JHit derselbe ist, wie bei den Rechtecken, die dieselben als 
Grundlinie und mi gemeinsamen Hüliu h (eigentlich ipnsgte Raphson auch 
sagen: jrQ) haben. Auch Montucia*) sucht zu beweisen, dass wenn MW 
(Fig. 18) ^1 sei, das Rechteck MM'QP die Fluiion (dass er Fluxion mit 
Moment vMmengt, ist schon oben erwähst wordoi) der Fläche QMPA sei. 
Der Beweis, den er hiefür giebt, ist folgender: Die genannte Fläche fluire 
mit beidileunigtar .Geschwindigkeit; dann sei offenbar das Dreieck PQP' 
durch die Beschleunigung hervorgebracht worden, um also die Gescbwindig- 
k^t oder Fluxion ku erbalten, müsse man es von der FIficheniunahme 
MSt'P'P abziehen, so bleibe übrig das Rechteck MM'QP, als mit der wahren 
Geschwindigkeit beschrieben. Es tällt sogleich in die Augen, dass dieser 
Beweis das zu Beweisende als bereits bekannt voraussetzt, denn dass das 
Dreieck POP" durch die Beschleunigung hervorgebracht wird, kann nur 
dami behauptet werden, wenn man bereits wejss, dass die gleichfSnnige 
Geschwindigkeit das Rechteck MM'QP hervorgebracht habe. Am deut- 
Uchsten aber geht die Richti^eit der Behauptung, Newton habe bloss avf 
die Zahlen Rücksicht genommen, aus der Art hervor, wie er die höheren 
Fluxionen einer Fläche construirL **) Nämbch so, dass von einer Fläche 
05fi*j (Fig. 19) die Fluiion gesucht, diese als Curve OPj cönstruul, und 
von der Fläche derselben wieder die Fluxion gesucht werde u. s. w. 
Man sieht, dass dies eine rein formelle Auffassung ist, und es 
ist nicht einzusehen, wie Montucia hierin einen Vortheil der Fluxions- 
vat der DHtereniialreohnuBg sehen kuin, die ja ttiMe^tens «benso 
gut von den höheren DilTerenzialen Rechenschaft giebt, als die Fluuons- 
methode. 



*) HoDtucla: „Uisloire des Halheinatiqlieg." Tome IT. pag. 370. 
**) „TracUlus de quadralura curvarum." Pyopoflibo IIL, Tlieor«»* VHI 
uDd Corotlarinm. 
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Nachdetn so die Grnndzflge von Newton's VerfiiTireii ertSutert sind, 
waches „niizion^'edinang" in einem engeren Sinne, als derselbe hier 
gebrancht worden Ist, genannt wird, mag, da eine Kritik bereits an den ein- 
zelnen Stellen gegeben ist, nur noch eine Bemerkung Platz finden. Man 
bat Öfter die Fluxionsmethode der jetrt TielRicb gebräiwhlichen Grenzmelhode 
nahe gestetot, und dies grossentbeQs mit gutem Rechte, indem IVenion 
stets auf das Terbiltniss der Fluiionen g nnd x kommt. ' Auf diese Weise 
umgelft er die Scbnierigkeit, die den damaligen Mathematikern ein unAber- 
windlicbes HiadaniBs schien, nimlich das Rechnen mit unendlich kleinen 
GKrsaot oder Null. Denfi so lange die Increniente endlich sh)d und eine 
ang^bare Gr6sse besitzen , hat ihre Anwendung im Calcul kein Bedenken, 
Newton ISsBt üe auch bis zu Null abrechnen, und nennt sie dann Momente 
oder auch*) „iucrementa momentanea" oder „momenta nascentia sive eva- 
nesc«itia;" er fa&tet sich aber wohl, mit diesen zu rechnen, sondern lüsst 
im Zustande dos VsrstiiwuideBs dift Fltixiooen, endliche und bestimmte 
Grössen, gewissermassen als Reserve an die Stelle der zum weiteren 
Dienste untauglich gewordenen Momente einrücken, auf diese Weise das 
Hechnen mit unendlich kleinen Grössen, welche Null sein und doch noch 
einen von Null verschiedenen AVerlh besitzen sollen, auf das Glückhchste 
vermeidend; und wenn er sagt:**) „Volui ostendere, quod in melhodo 
fluxionum non opus sit figuras infinite parvas in Geomelriam introducere" 
und ebendaselbst; „Quantitates niaUiemalicas non ut ex partibus quam 
minimis consUntes, sed ut motu continuo descriptas hie desidero," so muss 
man unbedingt zug^ien, dass er nicht mehr vei-gpricht als er in der That 
gehalten hat Unstreitig würde der grosse Vortlieil, den seine MeLbode 
durch die Vermeidung dea zu Widersprüche u führendpii BegrilTs des Uu- 
endUchkleinen, wodurch zugleich der unnalürlichcn Auffassung der Curven 
als Polygone voi^ebeugt wurde, über die DilTerenzialmclhode, wie sie lange 
Zeit hindurcfa dai^estellt ward, gewoimen hatte, — unstreitig würde 
dieser grosse Vortheil ihr schon frühe den Vorrang vor der Leibnizischen 



*) i^Priac. phil. aau" Lib.II. $cct.U. LerairaH. |>ag.2Gl der ersten 
J^mfiabi und „Tractatui de qiiadratnn curvamifl." Prop. I. Prob). I. De- 
■momtnAa. 

**) „Tractatos de qaariratura cumniin." iDtrodaclio. 
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Th«urie verscbaSt haben, wenn ihn nicht Newton dadurch eriiauft hätte, 
dass er die Rechnung aus dem Gebiete der Geometrie weg in das der 
Phoronomie hinüberspielte. Dazu kam aber noch als zweites sehr wichtiges 
Moment, dass die Fluxionsrechimng Newton's eines hinlüng^icb passenden 
und ansgehildelea Algorithmus enüiehrte, was sich besonders beim Ud>er- 
geben von den Fluxionen zu den Flueoten als ein Nachtheil sdir bemerk- 
lich macht. . Denn es war ja hauptsaclüicb die Aufiindung eines soldhen 
Algorithmus, um die sich damals Alles drehte. So kann es denn nicht 
wund^bar sein, wenn die Leibnizische Differenzialrechoung , welche alle 
Farderungen, die in dieser Beziehung gestellt werden können, auf das Voll- 
kommenste befriedigt, der Fluxionsrechnung trotz ihrer sichereren Begrün- 
dung sehr bald den Rang ablief. 

S.4. 

Die Fluxionsmethode unter Maclaurin. 

Da, wie im vorigen J. gezeigt worden ist, .Einiges in Newton's Ver- 
fahren nicht him-eicliend klar und deutlich war, so konnte es nicht fehlen, 
dass dasselbe mannigfache AngrUTe zu erleiden hatte. Gegen dieselben*) 
trat Maclaurin auf**), um einerseits alle Zweifel, die noch in der Fluxions- 
rechnung übrig seien, zu zersIreueH, andererseits die Leibnizische DilTerenzial- 
melhode anzugreifen. Der letzteren machte er zwei Dinge zum Vorwurfe, 
einmal nämUch", dass das Unendlichkleine fttr den merischhchen Verstand 
unfassbar, sodann, dass Leibuiz selbst den BegrilT des Unendlichkleinen 
für eine blosse „Fiction" eiklärt habe. Was das Letztere bedeuten soll, 
wird in dem Abschnitte aber die DilTerenzialmethode behandelt werden. 
Hier wenden wir uns zur Art und Weise, wie Maciauvin die Fluxions- 
methode begrandete. Dies ist nun folgende : 

Er suchte alle Sätze nach der synthetischen Methode der Allen zu 
beweisen, um den höchsten Grad von Genauigkeit und Schärfe zu errdchen, 



*) Insbesondere soll die schon oben erwlbnie anonyme Scbrifl: „The 
analyst etc." Ursache zur Verfassunft van Halcliuriq'i Wtrk gewaden min. 

**) Von dieiem Werke: „Treatise ot Fluiions" bf Cdin Haolaurii. 
Edinburgh 1743, war mir eine zu Paria 1746 erschienene Frant{iaiacfae Heber 
f^tiung iug3nglicfa. 
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zugleich aber anch die Grundbegritre, aber £e sich Newton theih eebr 
kurz, tbeilg gar nicht auggeeprochen halte, zu erläutern. VAer dieselben 
erklärt er sich nun dahin: Obschon der Raum, dem er «iue objeclive 
Realität suzuscbrelben scheint, als unendlich gedacht werden muss, so 
kann man sich doch einen Theil desselben, den ein be^Tegter Körper durch- 
läuft, als Teräoderhch denken; dasselbe gilt von der Zeit. Hierauf geht 
Maclflurin zur Erklärung von „Geschwindi^eit" Aber, die zu geben Newton 
gänzUch verabsäumt hatte. Er schliesst sich dabei an Barruw (s. S-2) au 
und spricht sich dahin aus: Geschwindigkeit sei eine gewisse Kraft, die 
bewirke, dass ein Körper in einer gewissen Zeit einen gewissen Raum durch- 
laufe; es komme fibrigens, fBgt er hinzu, auf diese Definition nichU an, 
wem «e nidit gut zu sein scheine, der könne auch die Geschwindi^ikeit 
auf andere Weise; erklären; immer aber müsae eine gleicblSrmige Geschwin- 
digkeit durch den in einer gewissen Zeit durchlaufenen Raum gemessen 
werden, eine Teränderhche durch den Baum, der zurückgelegt würde, wenn 
die beschleunigende Krad m einem Momente aulhßrte. Hit Hiilfe dieses 
Axioms beweist Madaurin min viele rein phoronomische Sätze, wie erwähnt, 
streng paeh der Methode der Alten. Einer der wichtigsten ist folgender: 
Man nehsH an , zw«i Körper A und B bewegten sich in gerader Linie, 
und zwar so, dass die Bewegung des B gleicbfürmig, die des A veninder- 
Uch sei. Wenn (Fig. 20) A in C stehe, befinde sich B in D uud ihre Ge- 
schwindigkeiten seien dargestdlt, die constante des B, durch J>fi, die des A 
im Punkte C durch CH; ferner sei bekannt, dass in derselben Zeit, in der 
A den Baum CB durchlaufe, B die Strecke DF zurücklege ; endlich sei Cg 
von einer solchen Länge, dass die Proportion gilt: 

DF:CS=DG:Cg. 
Bewiesen werden soll, daas die Linie gH, weun man DF und CS vermiu- 
dert, kleiner werde als irgend eine Grösse. Zu dem Zwecke werde ein 
Stiick BI beliebig gross angenommen, Und gezei^, dass gH kleiner werde 
als dieses ganz behebige Hl. Nun erbellt, dass der Körper A, nenn er 
nach E gekommen ist, eine andere Geschwindigkeit hat, als in C, bei einer 
beschleunigten Bew^ung eine grfiesere, hei einer retardirten eine kleinere, 
zugleich aber, dass, je kleiner CB ist, die Differenz der Geschwiodi^eilen 
in C und B um so geringer wird. Es sei also CB so gross , dass sich 
diese Differeni zur constanten Geschwindigkeit des Körpers B verhtit wie 
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BI:DG. Beieülmen wir nun die Gescliwädigkmt des Körpers 9 ml v, 
die des Körpers i im ^unlu« C ml kf, ku PunJOe £ mt Vi , u> varj^t 
sieb uacb der V«rau8WtzuDg: 

und verm^ der über CS gemacbteo AnnabDie: 

Aus dieaen beiden Proportionen la\%i nin: , 

oder: r^-.vt'^HI+CB-.Cff 

oder: v^iCI =*vt:CB. ß) 

VerbiodeD wv iliese Proporlionen mit der obigen a) , w crgiebt iücb : 

Vi:CI=y: DG. y) 

Nehmen wir nun an, die Bewegung des Kapers A sei beseldeunigt, so 
leuchtet etn, dass das' VerbSItniss CB: BF d.h. des in einer Zeit, frtt- 
rend welcher eine Beschleunigung stattgehabt, von A zurfiekgelegt«B Rau- 
mes zu dem in derselben Zeit von B ^etchmässig diircblaofenen RaiHae 
grösser sein müsse, als das Veitiältniss CR:BG, d.h. als der Aaan, den 
A in der Zeit 1 zurücklegen würde, wenn die in C statthabende GeicbwiB- 
digkeit unverlndert bliebe, zu der constanten Schnelli^eit DS. Es ist 
also: CS:DP>Ca:DG. 

Nach der Voraussetzung aber verhält sich : 

CB:BF==Cg:DB, 
mithin ist auch : Cg: DG>CH:P6, 

also: Ca>CS. S) 

Ebenso aber ist klar , dass das Verbältniss CE : DF kleiner werden mfisse, 
als das Verbältniss der Geschwindigkeit, die der mit Beschleunigung von 
C nach E sich bewegende Körper A am Ende B erlangt hat, zu D6. Ans 
ß) aber fol^^t, dasa, wenn die Gesdiwindigkeit in C, v, gleidi Cff ist, die 
Geschwindigkeit ia E, pj ginch CI sd. Wir fa^en afeo lEe zweite Un- - 
gleichung : 

Cß;BW<a:J>G, 
fflr die wir, weil CE : DF a= (^ : RG 

war, amh aehreibeD ktanen: 

Cg:De<CI:DS. 
Es ist aiao: ß§<CI. «) 
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W» bAea tib» lucb d) imd t). ^« Un^ciebaogeD: 

CI>Cg; Cg>CB, 
fo^ch ist auch : a — CH^Cg—CB, 

folglich: gH<:BI. 

Da nun f / beliebig angefiommen war und so klein gemacht werden kann, 
als mau will, so ist der Salz bewiesen, daes gll kleiner als jede auch noch 
sa kleine Zahl wird. Da dies aber nun m ist, k&ndea wir' statt der Pro- 
portion : BP : CE iB DG : Cg, 
worin Cg = CB+gH ist, da gH versdiwindeud klein wird, schreiben: 

BF:CE*^DG:CB. 
Diese Beaehung wird ofTnibar gelten, wenn BIsaQ, also auch CE=^ 
ist. Wir kfiBäeD also Mgm : Für ein verschwindend kleines Intervall kann 
die beschleunigte Geschwindigkeit als gteidilBrniig angesehen werden. 

Hit Hüire dieses FiindaaientaKhearenis stellt nun HaclauHn verschie- 
dene geometrische Sätze aut So ergiebt sich hieraus folgender: Wemt 
in eiDon Par»tt^gramme , wShrend die eine Seite an GrOsie unvertndert 
bleibt, die andere entweder gteichffirmig oder mit unglMchtSrmiger G&- 
schwiodi^eit ihre GrtiSHe ändert (fluit), so geediieht -diese Veränderung 
(fiuKio) im directai VerfajUtnis« der beweglichen S«te. Hadaarin nimmt 
deswegen dst ParallelograaUa lum Maasse fQr alle Aenduimgen, die 
ao Flachen vorgehen. Aus diesem Satie folgt unmittelbar, dass, wenn 
eine Seite eines Dreleeks mit glejcfa" (oder mit ungleich) iZrmiger Ge- 
scbwmdigkeit fluul , die FlScb« desselben nidit gleichmSssig ab - oder nt- 
nimmt. Nun ergiebt sich aiuth der Beweis eines anderen« sehr wichtigen 
Satzes ,' bämüch dieses: -Wenn die Fläcbe eines Dreiucks die Zeit, ia der 
äe- Linie Olf (Fig. 2i) Yon M bis Vj wächst, hindurch gteidimtesig 
wachse , so wflrd« sie um ein ParaOelogramm UPTUi sunebmen, welches 
gleich ist dem IncreaeOt -ABDC des als Maass angenommenen Paratlelo- 
grumfts d. h. deKjentgtm fteehtecks, welche« dmrh gleichnüsstges Fhiven in 
denefeen Z«t £e tiicii» CiB^BA erlangt hat, in der das Dr^ck durch 
beschlenn^s Fhiiren zur Fliehe OXP gdongt ist; Denn nehmen wir an, 
das Rechteck MPTMi sei klöder ais ÄBBC, so a^me mau auf UP, nach* 
dem man es nfitUgeuAÜ» »ertSngert bat, eine Lftige Jfj, so an, dau 
JC^iFtÜ^ t= ÄBPV -wird. Die Linie S^Ti wiPd nun die Dreicksseite ia Ai 
BdaeUu. Man neb« ietit JKift f MP. Ia dswlbeD Zeit, i& vier «icb 
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OM big 0, geändert bat, iabe sk^ nun CiÄ lis xa E^ geiudert; da nun 
sowohl Ott b\s C,A gleichmässig ITuiran, haben wir die beiden Pro)iortionen : 

und AßDC: ABF^E^ — ACiAEi. 

Der VorausBotzuDg nach aber verhält sich: 

AC : AEi — MMi : MQ, 
und nach der Annahtneiat: ABDC = MSiTiM,. 
Daraus folgt: IHSJ,JHt : itfS» «,.(?, = MSJiMi : ABF,E„ . 
alBo: ifS,fi,0, = iflf.Ä,. 

Da aber die Dreiecksfläche von der Zeit an , wo die Ordinate in MF stand, 
beschleunigt gewachsen ist, so ist das Trapez SIPS^Qi .grösser als ABFtEi, 
welches durch gleich iörmtges Wachsthum des Rechtecks CiDiBA entsta»- 
dea ist. Es würde sich also ergebm: 

ABFt£t<MPRiQi 
und also auch: I^S,B,Q, < MPRiQt, 

was unmöglich ist. Es kann also ABDC nicht grösser san als MPTMi. 
Ebenso kann man zeigen, dass ABDC auch nicht kleiner sein kann als 
HFTMx. Denn wenn US^ auf ISP so angeiiommea , dass MSiT^M^s^ 
ABDC und das Rechteck HS^BiQi coastruiit wird, ao würde, wenn in 
derselben Zeit, in der OH rückwärts um MQt fluirl, AB ntckwärts um 
J£j sich ändert, die Proportion gelten: 

MSJ^t : lUS^tSiQa = MW, : Äft 
und ABDC:ABFtBi — AC,:ÄB^, . 

folgUdi würde sein: ABFtE, — JUStB^Q,. 

Weil nun aber das Trapez Q^R^PM kleiner ist. als das Rechtack F^BtBA, 
so müsste also auch Q^R.PM kleiner als MS^R^Q^ sein, was auch nicht 
mögUch ist. Mithin musa MFTMt =a ABDC sein. Auf dieselbe Weise nun 
zeigt Manclaurin, dass, wenn die Cegchwindi{^eit einer Curve Toa einem 
bestimmten Punkte an gieichlunnig wäre, das Dicrement der Fläche ön 
Rechteck sei, dessen eine Seile die letzte begrenzende Ordinale, dessen 
andere das Incremmt der Abscisse tat, weiche^ «is Einheit aogeDotaioeii 
wd-den kann. Femer ^rach Hauclaurin folgendes Theorem aus: £& sei 
eine mit z. B. beschleuo^ter Ceschniadigkeit iluirmde Gurre gegeben und 
SI (Fig. 22) sei die Tjangente in einem ihrer Punkte P, lo ist QT die 
Fioxion der Ordinal«. Dum wäre z,R. Til? dieaeUie; aoii^e luUiTi. 
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Diese wird die Curre in einem zweiten Punkte' R^ treffen, so dass Q^R, 
ein Increment der Ordinate MP wäre , welches mit ^eichmässiger Ge- 
sdtwiDdigkeit in derselben Zeit entatände, in der die AbBci&se dm'ch die 
Strecke MNi fluirt. Aber 0|Ai bt ein Increment der mit beücbleunigter 
Gesdiwindigkeit ttuirenden Ordinate; es ist also die Annahme, dass Ofi, 
welches grösser als QT ist, die Fluxion sei falsch. Aus ganz ähnlichen 
GrOndoi kann es auch keine Strecke QT^ sein, die kleiner ist als QT; 
mithin ist QT sdbst die Flu\iou. — Auf ganz dieselbe Weise behandelt 
Maclaurin die übrigen Probleme der Fluuonsrechnung , z. P. die Auffin- 
dung der Haxima und Minima, des Krümmnngsbalbmessers , der Asympto- 
ten u, s.w., und es kann nicht gdeuKnet werden, dass er keine Mühe 
scheute, um d'e Beweise so scliarf als mögUch zu fähren. . Gleichwohl be- 
geht er den Fehler, Fluxionea und Momente zu vermengen. Hierin aber 
liegt ein bedeuWoderer Unterschied von Newton, als man auf den ersten 
Anblick glaubt. Et, setzt z, B. die Fluiion x der Abscisse =: 1 , ebenso 
wie auch Newton x als Einheit annahuL Aber letzterem war x=\ die 
unconstniirbare Zeitzunahme = I ; die Zunahme der AbscissenUnie bezeich- 
nete er (Newton) durch io und dies ist ihm eine quantitas oder inci-e- 
meatum evanescens oder nascens, d. li. ein momentum, welches er nicht 
= 1 setzen konnte, denn es ist unendUch klein. Für Maclaurin hingegen, 
der k als Zunahme der Abscbse ansieht, wird es mögUch, auch für die 
Momente, oder, wie er es nennt, Fluxionen der Fläche, Ordinate u. s. w. 
Figuren nachzuweisen, die den gegebenen Fluenten homogen smd. Der 
Widersprqcb aber, wie ein solches Moment Null und doch construirbar 
sein könne, bleibt ungelöst. Indem aber Maplauriu so die phoronomische 
Bedeutung der Fluxionen gänzlich in den Hintei^rund stellt und verdrängt, 
tritt er unvermerkt aus dem Gebiete der Fluxions- auf das der DifTeren- 
zialmethode, die er gerade in seinem Werke zu bekämpfen gedachte. — 
Bevor wn- jedoch die Anwendung, die Haclaurm von der Fluiionsrechnung 
auf Geometrie machte, verlassen, muss noch erwähnt werden, dass er 
auch einen Versuch machte, die geometrische Bedeutung der successiven 
Fluxionen an räumlichen Gebilden nachzuweisen. . Es sei z. B. eine Pyra- 
mide OABC (Fig. 23) gegeben, so wird nach Maclaurm ihr« erste Fluxion 
dargestellt durch das Prisma ABCDMF, eb^so wie die eines ebenen Drei- 
ecks durch ein Rechteck dargaslcAt wird, dessen eine Seite die letzte 
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£Date isl. Nun kam das PttrsOelogramm GDP8 als die Plusion des Drei- 
ecks &SF, weim seine Sdle ED in der Richtung v(m £ naeh 6 flint, 
angesehen werden. Es ist also das durdi die Rechtecke CDFB und BOBF 
besUmmle ParaUelepqiedon BCDFIIGIK die Plaxion des Msma» ÄBCBSF, 
oder, da dieses die erate Pluxion der gegebenen Pyrsniide war, die iweite 
Fluxian. derselben. Also Ist das Prisma BCDFHS die HaUle der nreiten 
Phuion der gegebenen Pjramide OABC. Die Plniion dieses PrisniB's 
BCBFBG ist nun das Prisma BFBLMN. Der dritte Hieit desselben ist 
^ Pyramide 5£flL Dieselbe ist also der dritte Theil der Hälfte der Dwei- 
tea Fluxion der* gegsbenen Pyramide oder der sechste Tfaeil derselben 
u. 8. w. *). Dies ist daa Wichtigste, was in Bezug auf die Anwendung, die 
Hicburin ran -der Fluuonsmetbode auf Geometrie machte. Er se^t aber 
giebt zu, dass das bisher Gesagte bei Functionen, die entweder, weil sie 
mehr als drei Veränderlicbe enthalten, oder aus sonstigen GrOiideiv Aicht 
camtrwrt werden kAnnes, imanwendbar sei, indem dapn der bisher festgo- 
alellle Begriff dw Fluxion oder Gcst^windigkMt verloren g^. 

Er stellt also fQr diese Fälle eine andere DefuiitioM von „Fluxion" 
auf, nämlich folgende: Fluxion sei das Verhültniss der Incremente iw«er 
VeiünderUchen, deren eine auf ii^end eine Weise von der anderen abhänge. 
Man sieht nun offenbar, wie weit Maclaurin davon entfernt ist*, etwas zur 
Terdeutlichung von Newion's Lehre beizutragen. Denn dieser hatte die- 
selbe' Definition von Fluxion unabänderlich beibehalten , wodurch denn bei 
der Behandlung von Fuiictionen mit mehr als drei Veränderlichen eine Un- 
klarheit entstanden war, hi dem im Grunde nur zwei Fluenten, die eine als 
Repräsentant der Zeit, die andere des Raumes gedacht werden können. 
Maclaurin vermeidet nun diesen TIehelstand, aber auf eine Weise, durch 
die er zugleich das Fundament der Fluxionslehre umwirft. Anstatt also 
Newton's Theorie von dem er\\'ähnten Schaden zu heilen, versetzt er ihr 
einen tödtlichen Stoss und weiss sich nur dadurch zu helfen, dass er zur 
PilTerenzialrechnung seine Zuflucht nimmt. Denn die neue Defmition von 



*) Wenn ich nicht irre, -fiiidet sich in: Johana Karl Pischer's „Neue 
Ansichten Ober die Grundprincipien der Diirerentialrecbnnng". Leipzig 19SI. 
asa gan Ihdicbe, wenn wdit di«KJlM Erkllmg der Biffer«ikiilii««tüMen 
böbaer OrAniugeo, wie sie Kiclanra ai«M< 
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„Fluxion" Ist offenbar nichts anderes, als die Ton „ Kflei^nzialqaotient ". 
Doch sebea wir zu, wie er diesen eben eingefQbrten BegrifT gebraucbt 
ZunScbst sucbt er die allgemeinen Regeln aurzustellen, nach denen die Flu- 
xionen der ehlTachsten Functionen gcbSdel werden und beginnt mit der 
Betrachtung toh —ä , wenn Ä eine gleichjnässig wachsende Grösse be- 
deutet Das conslante Jocrement derselben heisse (wie in Newton's Priuc^ 
pbiL aat.) a; dann ]&\ also die gesudtte Fluxiou vermöge der hier in Abt 
weadmuc kommenden Definition das Verblltuiss der hKremenle tob ^A 
zu a. Es seien nun drei auf einander folgende Werthe der 'wülkürlicb 
Yariabelen: A— a, A, A+a\ 

so entsprechen ihr die drei Werthe der i^h3n^ Variabelen; 

Ihre constante IKIferenz oder das Incremebt derselben ist, wieman gleich 
sieht: — «. Da sich nun verhält -^ : o = — ; 1 , so ist — die Fluiion der 

V _ V V ■ V 

Function —A. Schwieriger war auch für Haclaurin die Behandlung def 
Falles, wo die fragliche Fluxion nicht coustanl ist Es sei z. B. gegeben 
die Function Ton A, B — A', so sind ihre suCcessiven Werthe: 

(J-fl)V A*, {i + ay 
und die Kfferenzen derselben: 

2Ja— «*, 2i4o + a*. 
Offenbar ist nun das VerhÜtniss 2Äa — a':a kiemer, 2Aa+a^:a grosser 
als das gesuchte Vertilltniss, oder die Fluxion von B=A\ Bfaclaurinr 
sucht nun zu beweisen, dass dieses VerfaSltniss 2Aa : a sei. Denn, sagt er, 
wäre es grAsser als 2Äa : a, wSre es z. B.' also iAa-^^pii : a, so ndune nnui 
ein Increment der wOlkäHicb Veiünderiiehen A, =v an, und zwar y<^p. 
bann wArfle also, wenit die Mekning richtig w3re, dass 2A+p die PlUxiori 
ron J' sei,' das dem lacretneiit y vod A entsprechende hcrement von A\ 
sein iAr+py, und da v<p ist, so vbfäe 2Äv+pv^2Av+y* sein: Es 
würde also das Increment grösser s^ als das f9t das Interrall von A bitf 
Ä + f mögliche grösste Increment 2Ar-+i'^ KAin führt diese Annahme, 
dass die Phinon .^SA sei; auf einen'liffiderspruch. iVehmnn wir aberan^- 
sie sei Uöner' trila 21,"i. R 3=s2ä—p, so Rsst sidi auf ähnliche Weise; 
Wtiittntarn, PrtM. i. Uk. AmI. & 
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indem nieder ir<y angenqBunen wird, zeigen, dass daan das locrement 
von 4^, 2Av — f>»"< äiy — v* sein tnüsste, was wieder unmöglich ist, 
da letsteres das kleinste ist, welches i* in dem Into^alle von A^v bis 
^ beüUL Hieraus folgert nun Mauclaurin, dasa das gesuchte Verh^tniss 
weder 2Aa+f<i:a nocli 2Äa — pa :tt, sandern nur %Aa:a sein könne. 
Es ist aber leicht zu sehen, dass dieser Beweis mangelhaft ist. Denn es 
ist offenbar noeb zu untersuchen, <^ man auch dann zu etwas Widersin- 
iHgem gelflhrt werde, wenn man niciit, wie biaber v<rp, aondern v >p 
imnüBiDt- TbuA wir dies, so werden wir auf die Ue^cbungon gejBQiHl: 
^Ay+v'^24v+p*' und 2Av — v^^2Av — pv, die etwas Widersprechen- 
des nicht iovoWtren; es würde mithin auf diese Weise nur bewiesen sein, 
dass das frag^phe VerbSltniss zwischen ZA-^v und ZA—v liegen muss, 
wa^man schon im Voraus weiss. Ebenso wenig überzeugend ist sein Be- 
weis, dass die Fluzion von A' gleich sei nJ"'^. Lassen wir nfimlich mit 
IM^clauwi 4 ufu dais Inoremeiit « zuqehmen, so erhallen vif m^ dein bi- 
nomischen Sa^ze: 

(J+a)--i. =-f *-i. »+!ÜI=l^. 1-V+ . . . 
Ebenso ri>er ist; 

MaU+a)-< -= yi-' . « + '!^^. i-»a«+ . . . 
Da mm, was auch h fOr ein^ Zai4 sei, ■» beiden Reihen die Zahl der Glie- 
der gleich gross ist, in der zweiten aber die Neqoer kleiner üw}, »0 er- 
haken wir offenbaV die Ungleichiuig : 

(i + a)," — 4' <; «a(i + «)"-'. 
Zugleich aber folgli aus der ersten der häden Gleidiungen: 

(i + a)'-4'>iiai"-'. 
Wir babw ab« 4^11 Un^eidumgen : 

no(4-t-a)-» >{i.+ o)»^i" > Mi-', 
ym Dui nt beweisei), dasa di« Fluüoo dwtiiBdntc)!^ 4" g|ei{ch sU*-* sei, 
niifiii^.ItlfclaHrin ^B^st wieder an, sie sei ff^er, «..^. ;i4"^>t(-r. Dfos 
^ n^ «vOgliqh sei, sacht er wp s« zu fej^:, ß» ytOfia äfOf lolshs 
(^aie p gaottioiqep, das» 

■0 wdide ^»0 das Increocpt T«a A' ma -fMA-i-fy^'*., KcflteÜw w 
qw 4eat4ew kliw»er« Ineremett ?.B. f. ab jFi »0 y^t^ 4w lllltr«neat 
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TOD i" Bein = »»(i+p,*-*. Da .^er die Un^eichung gelten muns: 

nach dem Verigia aber: 

Hv(A + vy^:>{A+v,' — A' 
Ul, so wfirde folgen: «K^+p)"*'^^^»^) — A\ 
was unmöglich ist, dai '{A+vJf—J.'' im gcOssünCgliclie Increinent tou A' 
für das Intervall tod i bis i+r ist. Ebenso ergiebt sich auch die Un- 
zullssigkeit der Annabme, die Fltiiion sei kleiner als nj4**~*, z.B. nA*~^ — r. 
Allein anch hier verabaänmt Haelaurin wieder die Annahme v>p xa ht^ 
leudden. Es scheint auch Ihm Belhst diesAr Beweis nicht hinlingUch gs- 
nesen zu aein, denn er auchf^e Rii^tigltelt des ioRede stdienden Satzes 
noch Nf- eine andere , aber der Fituionsmethode ferner stehende Methode . 
zu tdgen. Ans des Un^eicfaoRgen nämlich: 

n«(A + « *-4 >(i + o)" — J" > n<U»-> 

folgert er: lt(i-ha,"-'> ^'*'^''^~'*' >iiJ-i; 

woraus, wf^iB iqau a yerschwiiideB Usat, sich fufiebt: di« Fhaxion t«0 
i' ist gleich tii<*~*, em Beweis, iet oSbobar, da Her das looreiiHBt a 
verschwindend gedacht werden soU, gfinzhch der Diffennuiahvchnuiig an- 
gehört 

Nachdem Machuria so die Auftnchung der Fluxion behapdett, wendet 
er sich zur AufÜndung der Fluenteogleichung aus der der Flusiooen. Da 
er hierin fast gaaz sich an ^enton anachlieaBt, so soll hier nur die Art 
und Weise, wie er zu der nach ihm genannten Reihe gelangte, erwähnt 
werden. Er entwickeh« diese nach 4^r tu seiner Zeit üblicbea Jlethode 
der uubesüpunteu CoelficieoteD^ indem er unter der Vorauasetzung, jedfe 
Function y von s lasse säfh in einp uaendlicbe Bähe verwandeln von der 
Form: y = Ap+A^x+A^x^-i- ... 

A^, Ai, At etc. zu 'bestimmen siidite. Es sei nun ein bestimmter 'Wertb 
von ü für eine bestimmte Abscisse bekannt, es sei i. B. fOr o = 0, y =: /(O), 
so folgt so'^iÜdi, dass ig=/(A) 

sein sataac. Lanen 'ffiär' ah**' f um äu kvreBant i unehmeD, 'gohHi 
zu der Fluxion unserer Reihe Aber, mid setzen dann x=d, so folgt, 
jReim wir du ItKronaat tod.^ bei den Wecthe ^^Q diueh. i, be- 
zeichnen: Jf^Ai.-v, 

8* 
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folgUch: J,=^. 

X 

Geben nir zur zweiten Fluiiou Ober, so ergiebt fsidi ebenio : Ä^^st-^. — ^ 
u. s.w. Es wird ako: 



-^4t+^ä+-- 



worin J, = /"(O) iat. 

SchUesslich mag noch die Art und Weise erwähnt werdeiii wie Mac- 
laurin den bereits vor ihm von Taylor entdocktmi und nach demselben 
genannten Lehrsatz darstellte*). Er that dies Tolgendermaassen : £s sei 
die Gleichung gegeben : y = la^+Ba^+ r*'+ .... 
die y/a natürlidi als die Ordinatengleichuog eio^ Curve DBF (Fig. 24) an- 
sehen köonen. Es sei in derselben AC^x, CF=af. Jetzt werde e+n 
für X gesetzt (in unserer Figur ist der Fall, d«* durch das obere, das 
-{-Zeichen angedeutet wird, angenommen, indem wir AB=e, BC=u, 
mithin ÄC=ÄB+BC oder x=t+tt setzen), die Glieder (e+n)", («+«)', 
■ie+ay u. s.w. nach dem bioomis^n Satze eRtwicJielt, und Alles nadi 
PMenzen voa m geordnet, so «ibtk mau: 

5 = IA^+Bf+ 6^+ . . .] + [nA^i+rBt?-^+sCtrr* +. ..]«+' 

Wird nun n= gesetzt mid die der Abscisse AB= t zugehörige Ordi- 
n^ BE durdi v bezeidmet-, so ertialtm vrit also : 
» = Ati'^Be'+Ce'+... 
Das erste (Hied unserer Reihe fllr g stellt also nichts anderes vor, als die 
Ordinate t>; ans dem Werthe von v ei^^bt sich nun sogleich: 
t = C«ie»-' + rÄe^'-|-<Ce^H- - . .]«. 

also ist: . [»4e"-' + »'Äe^~'+*Ce'-» + " J= "■ 

, ,, . . e' ■ ■ 

Pas zweite Glied der Reihe für y stellt also nichts anderes vor als -r . k; 
Jemer wgiebt sich durdi nochmaliges Uebtrgcheam Ana FluxieaeBt 



i"+.... 



. *) Hacliiiriii: „^istoli aeruada ad Martii Folkes d« aeqnalionfbiu, in 
qnibns damur radicei impoMibile«^?'. ; . „ . 
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[»(ii— l)i«-> + rCr— l)Be^»+#Ci-l)Ce^H.--] = ^, 
wenn v die zweit« FluiioD tihi « beiekhoet. Dsb dritte Glied >der Reibe 
Wir können also die Gleichung für y 



sclireiben: 


» = 


* e 




+ ... 








Dies ist aLer der 


Tiylol 


'Vhe Sau. 


Denn wenn y = 


Cf= 


= «x) = 


= ««+•) 


ist, ao 'Mv^ ft 


w, i 


' ist nicbt« anderes als 




wen 


uwir . 


>>lt v>-. 



nabele ansebeD; -r- ist dasselbe wie — \ ,^ u.g. w. Wir kfinnen also un- 
serer Reibe <&• Gestalt geben*: 

A*±«) - A«) ± 1 ■ "ST + 172 ■ <(«>-■•■ 

Die BedingiiqgeD, der ConTergeu der Tajlor'Mbea Reibe anlersncbte Mic-* 
laurin nicht; 

Fassen wir noob einmal kuri zusammen, was über das Vertiiltiiiss 
der Madaurin' gehen- Darstdlung der Fliuionsredmung zu der von Newton 
befolgten gesagt worden ist, so war dies bauptsäcUich zweierlei, t^nmal 
die Vennengung des Begrifls tou „Fhnion" mit dem von „Homeat", wo- 
mit ZH^eich . ein Verlassen der phofonomigcben Princijtirai Tertrundea- ist,, 
die Newton so geschickt zur Umgehuog des UaeHdlichkleiuea angewendet 
hatte; und zweitens cbe Aeoderung der Definition von Fkizion, wodurch 
Haclaurin der Fluxionarectnung' vollends den Todesstoss versetzte, indem 
er sich durch seine zweite Erklärung dar Differenzialmethode in die Anne 
warr Nebjpen wir noch hinzu die meist indirecten nach der Methode der 
Alten geführten langwierigen, und doch häufig ungenügenden Beweise, wäh- 
rend nw diejenigen zureichend sind, die im Geiste der Differenzialrechnung 
gebildet sind» so wird die oben ausgesprochene Behauptung, dass durch 
Hauciaurin ein Fortschritt in der FlaxioDsrecbnung nicht gemacht sei, nicht 
unbegründet erscheinen. Da nun nach ihm Niemand wieder mit solchem 
Eifer und Niemand mit besserem Glücke als er nadi demselben Ziel« 
strebte , so dürfen wir wohl sagen , dass die Fluxionsrechnung bereits un- 
ter Newton den höchsten Grad der Ausbildung erlangt habe, dessen üe 
ßhig ist Wir wenden uns daher zur Ditferenziahnethodei 
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CjplteH!. 
Bio Blff«reiii!a>reekBiig. 
5.3. ■ 

Die Hetliode des Gregoriiis a S. VinceDtio. 

Obschon da^ Verfahren, wcicbes der ausgezeichnete HaUiematiker 
Gregorius a S. Vincetitio jur Cubatur körperlicber fiäume anwandle, nichts 
sHt der Difffiremiiafa^cfanai^ ia dem Umfange, wie sIk täer verstanden 
werden soll, gemein hat, sondern sich höchstens auf die Cavaleri' sehe Me- 
thode des ÜRtheHbaren st'ftizt, so wird es doch erlaubt sein, da sein mit 
nngeheurem Fleisse und Scbarfsmne abgef^sstes Werk'*) itemlKb. sdtcn ist, 
seine Theorie hier zu erkSren. Er spricht sich über dieselbe dabin 
aus**): Es seien zwei ebene Figuren, z.'B. das Rechteck ABCD (Fig. 25) 
Und der VierteHrreiB J*ßfi von gleicher Hftto gegeben, es eel also hier 
AB=: EF= EG. Diese beiden Figuren, das Rechteck und der Viertelkreis, 
werden nun so gegen eiomder gesetzt, dass die Ebene der einen, z.B. 
des^ Kreis- Quadranten, senkrecht eh der der anderen, hier des Reditecks, 
3H1 Strien k«mmt und dass- zugleicA zwei Linien beider Figuren, die von 
Reicher Lunge nad, also AB und £P, zusammenläOen. ffieraof werden 
aBe Reehteeke coDslrntrt, die die Ordinaten aS, ae, weMie in den gegd!>enen 
flgnren zr dersdbm Ahscisse ***; Aa g^ren , zu Seiten haben , so dass 
als» llechbeeke von der Gestrit' abdc entsttiien. Indem nun dasselbe Ver- 
fehres Fär aBe Punkte der georernsamen Linie AB angewandt wird, entsteht 
HRtflriicfaer -Welse eine räumliche Flgiir, in nnserem Beispiele der vierte 
Theit eines Cyfinders , dessen Halbmesser der des gegebenen ^adranten 
und dessen Länge = AD- ist. Indem so alle Linien oft and ac der ge- 
gebenen dienen Figuren zur Constniction von Rechtecbes verwandt wer- 
den, in der Sprache der damaligen Hathematiker aber: „öii Rechteck aus 



*) „Sregorii i Sanelo ViDceniio, ti societate Jesu, opus gemnetncmn 
fudramve drceli «I lectioMiin oani": Aatwerp. IWTt. 

**^ liber VIL »ciaiiio. 

***) Greopriui |;eliraucl)t uiOcIich die AusdrfUke nM<iti»^'' wd »O** 
dinate" nicht, sie sinj hier nur der gröiserea Oeullichbeit vefjtn «ng^waiult 
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den Seiten a,h ond ae constniiren" bezeidmet wurde durch: „ducere oi 
in (oder aub) ac", ein Ausdruck, der ursprünglich bedeutete: „a& mit 
ae multiplieiren", so nannte Gregorius sein Verfabren: „ductua plani 
in planum", indem der entatandene Körper als Inbegiriff aller Rechtecke 
geHissermaassen 4I3 Rechteck aas den ebenen Figuren angesehen werden 
kann. Es erhellt aus dem t^eii Geaagten, dass durch den ductus plani 
eines Quadrats in m anderes ihm gleiches, oder nach Gregorins' Ausdruck 
durch den „ duclos quadrati in se " ein Würfel entsteht u. s. w. Es kau 
nun Gregorius darauf an , dea cubischen Inhalt des auf diese Weise ent- 
standenen Kjirper« durch die EigenEchatlen der gegebenen ebenen Figuren 
auszumitteln. Wie er hierbei verruhr, mag an einigen Beiapielen gezeigt 
werden. Es seien zwei congruente rechtwinklige gteichachenklige Dreiecke 
gegeben, ABC u^d DBF (.Fig, 26); remer zwei coagruente Halbkreise afrc, 
iht , deren Diirchmeaser ac =: dt j^eidi den Katbeten AC = DB gel Nun 
werde das eine Dreieck, z. B. ABC, so au DBF gelegt, dass AC mit DE, 
und Cy mit Ea zusanunenßllt und die Ebenen beider senkrecht zu einan- 
der stehen. Dann werde aus den zu. demselben Abstände Sa gehftngCB 
Linien. a^, yd ein Rechteck coustruirL. Wird dies mit allen Puiditen tos 
BD wiederholt, so entsteht oCTenbar ein keilförmiger Körper, dessen vor- 
dere Schmvde AB oder, da .i mit i> zusammeniailt , DB (s. Fig. 27*) und 
vertikal, dessen hintere BF und borizoOtal iflt. Ke hier besAriebeM C4W^ 
struction, wo also die congruenten Dreiecke so zasammmgelegt sind, daas 
die Recbteckssehen aß, yS nicht von gleicher Länge sind (wad nur Irt 66t 
Ktte Ton DE eintritt),, bezeichnet Gregorius dadurch, dass er die Dreiecl« 
„triangula subalteme in se ductf" nennt. Ebenso Werde ntin der 6iU9 
Baltdtreis, z.B. ahe so an den andern gelegt, däss ae duf äit und c^ auf 
<£ fällt und ihre Ebenen seakreebt ni emander stehen -, worauf dann wie- 
der aus den zusamm«igehörigen Linien e^, r)9 das Rechteck conslniirt 
wird. Wird die» mit allen Ordlnaten der Halbkreise v^genwanie», •» 
ent&tdt offenbar ein K^wper nüt gekrOnmtfln Seilen- uad Oberfli^a,. 
deasea Gestalt map HA leicht voratelleM und leidmea kann (s. Fig. !17*>. 
Es. sind tbrigens b«i dieian „ductus circudi in »e ipui«!'' di» flet^ttadte,! 
da Mets d^ = ^^ ist, Quadrate. Es hmdelt sich jelae um Vei^gteichuaj^ 
deB ktd)Uchen Inhalts der beideir aus Dreieck und Halbkreis entvtandttiar 
10ry«riic)tiit Bfaim«! Es> abi nn», oj »^ ersc Cy >»> Ba, d.'k< «ü tm^w- 



by Google 



^ 7fe: _.-■ 

cSen die ttecht'eckc des einen Körpera mit je den Quadraleri Aes aDderen, 
die gleiche' EntTemung von e und e haben. Da nach der Vorausselzung 
ae= de = AC= DB, finden sich stets solche Rechtecke. Der FlSchenin- 
halt eines Quadrats' aus einer Ereisordinate e^ ist nun nach einem bekann- 
ten Satze der Kreislehre gleich dem Rechteck aus den Seiten de und ee. 
Es ist also die Fläche jedes den aus dem IIaB}kreise entstandenen Körpers 
constituirenden Quadrats = de . ee. Im anderen Körper ist offenbar die 
Fläche eines coiistitnirenden Rechtecks ^aß.yS. Da äher die Dreiecke 
gleichschenklig sind, isi aß = Da, y3—Cy = Ea. Es ist also die Fläche 
auch = Da . Sa, A. h. da Da ~ de, Sa = es. ist, jedes Reckteck des keilför- 
migen Körpers ist gleich dem zugehörigen Quadrate des aus dem Halb- 
kreise entstandenen. Hieraus folgcFt Gregonus, dass der'Inhalt des gan- 
zen ersten Körpers gleich sei dem des zweiten. Von der Richtigkeit dieses 
Satzes fi^erzeugl man sich übrigens leicht. Denn nehmen wir im ersten 
Körper den Punkt E (Fig. 27°) zum 91ittelpunkl6 dnes räumlichen Coordi- 
hätensystems , die Ebene des Dreiecks EDB zur X/-, die des Dreiecks 
MDF zur XF-Ebeue, und bezeichnen Ea durch x, so ist, wenn wir 
den Öurchmesser des Halbkreises, also auch die Länge ED durch 2r be- 
zeichnen: aß = 2r^al, mithin die Fläche des Rechtecks aßfid ^= xt2r — *) 

■/**■■ 

und der räumlicbe labalt »i ^» ganseu Körpers.: o, = /x(2r — a))d». 



Wird eheoso im anderen Körper e_ zum Coordinatenanfangspunkt genudit, 
'die Ebeoe des einen Halbkreises zur J.Z-, die des anderen zur XF~Ebene 
genommen und (e durch x bezeichnet, so ist £^=V^(2r — x), folglich 
die. FUche des Quadrats e^i'^=x(2r — x) und das Volumen Dj des gan- 

zen Körpers: Pj = ix(2r — x)dx. Also ist in der That Oj =Vi. Gre- 

gmiuS sacht diesen Satz auf folgende Art zu beweisen : Es seien dbei 
FHcb«ft gegeben, ABC, DEF, OH! (Fig. SS) der Art, dass, wenn AK = 
Jl£— OJtf sei, die Proportion, gelte: EK: MB = MB : IF, A. h. dass das 
Rechteck aus BK and -LF gleich sei dem Quadrate von - ÜtH. Wenn nun 
<Ue Linien AO, DE, Gl, die als glüch vorausgesetzt werde», -m gleiche 
meüeOJr, Ql, SSi gethedt, die üniea ON, QP, SR und NT, PÜ, RF 
guogen Werd«h,' se «otst^t effenbar; vtbin .dem duct« plni itt phnam- 
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gemäss. au8 den Fläckco ABC und DFS der KSrper coustniirt und eben.- 
falla aus der driUea Flüche Gilt durch ducUis plaui io se ein KArper 
erzeugt wird, io ersterein, ein durch die Fläche OKTN, QLÜP, im zwei- 
ten ein durch, das Rechteck ^if l'Jt . hestimmtes Parallele|iipedoD , die an 
kubischem Inhalte einander gleich sind. Da nun, sclüiesst Gregohus wei- 
ter, jeder Köqier durch solche ParaUelepepida ausgefüllt (exbauriri) werden 
künne, so folge die Richtigkeit des obigen Schlusses, >^'ir hören also von 
ihm selbst, dass die Methode, auf die er die seinige grändete, ^ie Elxban- 
stionamethode' der Alten war*). 

$.6. 

Barrow's TangealeAmelbode. 

Wiederum müssen wir, wie hei der Fluxions-, so auch bei der Dif- 
ferenzialmethode den ausgezeichneten Mann Isaac Barrow unter denen 
nennen, die dieselbe anbahnten. Allerdings scheint Barrow auf sfine im 
$. 2. auseinandergesetzte Fluxiossmetbode ias ' grösste Gewicht gelegt zu 
haben; denn wenn er in seinem bereits oben angezogenen Werke sagt**}^ 
er ibole dra sogleich näher zu beschreibende Verfahren auf Anralhen eine^ 



*) Du) Gregorius' Methode nicht auf Bewegung lienilie, wie Gerhardt 
in seiner „Entdeckung der lilth. Analjs. 1 Sii" p«g. 3S saijl, dir«ur Ijalie idi U- 
reits in firunerfi Archiv Bd. XXV aufmfrLgjin gemaclil. tili iKmcrke l<ier noch 
hiBzn, dass in etneai ia denelben Sitiritt aligedruckten MjinniiiTi|>l Leilmizens 
Tom 29. Ocloh«r 1675 laeioe Heiitnng TullsUntllg liesllligl wird; indem Leilf 
Dil daselbst erst «agt (pag. t23 und \2i) , er fcöuiie Gruguiiiis' Meilioile niclit 
gebrauchen: Ut Urnen multiplicatio ilh fieri in rebus iiileliijiatur, sie 
agendum; Volnmus npatrum qiiod repraeieniei omnes p in ntnocs t, non pol* 
erunt aervire ductin Gregori » St. Vineenlin, qailius ri^uiteiu 6^Mris clirün- 
tur, sie enim noD üucilur una ordinata in aüii omnes, ued um in unaoi.*' 
Hier also ist „ductus" identisch mit „multiplicalio". Njchdum Leilnii so 
gesagt, er könne Greporiiu' Uelhode siclil gehrauclien, stellt er mit den VVor' 
ten : ,iSed haec vetera; Eci'e jam noviiiu" ein eiKsnes VerfahiCD auf uo«! Ja 
diesem Gndet eine Anwendung der Bewe^jung tlull. Üam ausdrilcklicli alier, 
wie es scheint, bezeichnet Leilinix bewegen hier Glivrall durch ferre, im 
Gegensati lu dem dueere des Gregoriun, weiches eben mullipliciren 
bedeutet. 

**) Isiic Barrow: Geometrical Icctures. Lecture X. 
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fVeandes (Newton's) mit, so scheint es Tast, als ;liabe er s^st es 
fQr nicht wichtig genug eraditet. Das erwähnte Verßihren ist nümfich 
eine Methode, die Suhtangenle einer CurVe, Tolgücb anch die Tangente za 
finden, mithin eine LOsung des Tangenteoproblems. Die Regel, die er an 
genanntem Orte iiuJ^teUt, ist nun folgende: Man nehme einen unendHch 
kleinen Bogen fJ* (Fig. 29) der Curve, ziehe* die m den Punkten P und 
Jf gehörigen Ordmaten MP, M'P" und endlich die Linie PQ parallel der 
Abscissenarhse. Hierauf bilde man nach der charakteristischen Eigenschaft 
der Cur?e ihre Gleichung, die die unendlich kleinen Grössen PQ, QP* ent- 
bÜt. Die Quadrate und Producle derselben vernachlässige man. Dann 
setze man das Aggregat aller mit den Grössen PQ, QP" nicht behafteten 
Glieder gleich NuH und substituire schliesBlioti ffir Qf die Ordmate MP 
des Punetes, an dem die Tangente angelegt werden soll, und fftr PQ 
die Angliche Sublangente, so ist letztere durch die so erhaUeuo Gleicbung 
bestimmt. Es sei z. B. die Sublangente gesucht einer Curve von der Be- 
schatfeidieit , dass die Entfernung OP jedes Curvenpunkts P von dem Co- 
ordinatenanlangB)tunkt so gross sei als die Lange Äß, wenn OA eine 
constante Grösse 6 hat. fieiejehuea wir uua ofit Barrow PQ-^MM'*"», 
QP' = a, die Coordinaten des Punktes P, OM = x, MP=y, die des un- 
endhch nahen Curvenpunkles i", 0.V = x', M'P* = y , so haben wir of- 
fenbar die Gleichung: 

5?i = (ir'-e)* + (>'—«,* 
oder, wenn wir die Potenzen von < uod'a als versciwindeBd vemkcib- 
litesigeD und für OP das der Voraussetinng nach ihm gleiche AB Mtieo : 

ißs — ai" + y*» - 2ex' — 2ay'. 
Zugleidi aber ergiebt sich aus der Figur die Proportion : 
ä' ~ e : y — a = fr : iiß, 

folgUch wird : iß = ^^7^ • *• 

Eriieben vrir diesen Ausdruck auf das Quadrat und' femachlissigen wieder 
die Quadrate von e und a, so erhalten wir: 

Setzen wir die beiden für AB* gefundenen Werlhe zu einer GleichuBg zO- 
sammen, so lautet dieMlbet 
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*^ + S" — itxf — ioy' : 






**» + J;'»j" — 2«b'» — 2M'»y' — aw"» — ae*>'> + 4«V» + 4««*y « 

AV»— Zaty. 
Werden auch hier nach. Barrow's Vorschrift die Quadrate und Producle' der 
unendhch kleineu GrftsSen e uad « vemachlSssigt, so ergiebt sich: 
*'* + ■»"»"—*";'»— 2a* "f'—aMy* = 6V*— 2a6Y' 
wflk^ec Qlnchtwg wir auch di« Fonn geben kAnneo: 

4ftr" + aa»'V + 2*J'y* — 2«6y=» ***+«'*¥'' — »V*. 
Fiua «oll Dach Bhtcw's Aii^dw die rechte Seite, die frei roo den Factoren 
« ttod B id^t gleich Null Besetil werd«ti. Diese VorBohrill, die auf dcH 
cnUan Aobl«^ woHderbu erseheioeo itante und Aber die Barrew »ich 
weht water AUBfiprichtt hat felgeoden Grund: Socbea wir dw Gkicbuflg 
der Yorltcgeodea Unie, »o ergiebt sieb diesellw auf lu^mde Wein. 
Da OP:^;iA «ein »oll^ ist 

Xuglelch sftier Ist auch AB =:— . 6. 

Wird lelzturer Werth von AB quadrirt und beide Ausdrücke für AB' 
gleichgesetzt, so erbalten wir die gesuchte Curveugleichung : 

oder : x* + a;*y* — *'** ^ <*. 

Da nun P ein Punkt derselben Curve ist, muss auch die Beziehung statt 

haben: sb'*+x'*]i'* - 6V*= 0. 

Wir sehen also, dass das von den uitendUcb kleinen Grössen freie Aggregat 

in der nach Barrow's Verfahren erhaltenen obigen Gleicliung die auf Null 

redDcirte Currengleicfaung , also in der That = ist. Setzen wir also die 

rechte Seite unserer Gleichung = 0, so nimmt sie die Form an: 

2m'» + «w'y + «ry » — o6V = 0. 
Kerin nun soll für a die Ordinate y, für e die Subtangente, die durch « 
bezeichnet werden mag, und für x', y' gesetzt werden x, y. Denn offen- 
bw BBBt sieh: die tobrt« GittdiiMg BcfaKiben : 

ar'»+-*'V+x'yi— jty = 0. 
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Da nun für verBchwmdcnd kleine''« (ind « das VerhSboiss —übergeht m 

das der Ordioate zur Subtangente , also in — , da dann ferner tugleidi«'t 
y in s, f flbei^hen, so erhalten wir: 

oder: 2sa:' + a:V + 5*J'*— *V = 0' 

woraus folgt ; > = s— =-: — ; - ^- 

und in der That ist dies , wie man sich auch ' auf andwem W^e fiber- 
zeugt, der Ausdruck für die Subtangente der geg^^en Curve. 

Diea möge limreichen, Barrow's Tangentenmetbode kennen 2il lernen. 
Hni sieht iu8 dem in $. 2 und hier Gesagten, wie nahe er der Eatdedcang 
der Flujinns- sowolil als der Differenzialrechnung war. Vle es stsbönt 
jrf)cr, erkanide er die Wichtigkeit seiner Methode, namentlich der tetktoren^ 
(da* aber WurzelgHJssen find BrQche noch Hindemisse' wlren, die aDeihal 
erst beseitigt werden niussten), nicht an und so gelangte der Rahm tler Er- 
findung an andere. Jedenfalls ist es von grosser Wichtigkeit, dass hier 
zum ersten Itfale Zeichen, nam^licli < 'U,nd n, fAr ufiendlicb 
kleine GrQssen Torkommen und dass das Gesetz des Ver- 
nachlässige ns hier aufgestellt wird. Dass Newton's Theorie eine 
Ausbildung der von Barrotv aufgestellten Bewegungsmethode ist, wird aus 
S- 2 und $. 3 erhellen, dass aber die luer enlnickelte Methode des Unend- 
hchkleinen nicht ohne EinOuss aijf Lelbnizen's Theorie gewesen, dOrfte we- 
nigstens wahrscheinlich sein, da derselbe im Postscriptum eines im April 
1703 an Jacob Bernoulli gerichteten Briefes*), in dem er den Stand seiner 
malhemaIJschen Kenntnisse im Jahre 1672 und die weitere Ausbildung der- 
selben schildert, sagt: „Paulo post incidit in nianus meas Geoipetria IJni- 
versalis Jac Gregorii Scoti (nicht zu verwechseln mit Gregor, a S. Vinc.)> 
huic videbam eandem artem esse j)erspectam (quamvis demonstratioi^us 
ad morem Teterum obscuratam) quemadmodum a Barrovio demum cum 
ejus LecUones prodirent, ubi mag.nam partem meorum theorema-, 
tum praereptam vidi"; und m einem Hanuscripte vom 1. November 



*) (Serlianli: „Pia Enldeckong der fliffereiniaireehnrviig darcfi LeibRis".* 
1849. Beilage I- pafc. 31. u. 32. und „Leibnizen's malliematiscbe Scfarinen, 
^naigegebeo vod Dr. Gerhardf«. Balle iSftS. peg. 73. 
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1675*) beisst es in UebereinsÜmmung dmniC „Pleraque theoremata 6eo- 
metriae indivisibilium , quae apud Cavalerium, Viucentiuai, Wallisium, Gre- 
gDrinm, Barrovium extant, etc." Es wird daher woU gerechtfertigt er- 
scbeinen, wenti wir Bagen, dasa sich bei Barrow die Keime sowohl der Flu- 
xioDS- als der Leibnizischen Differenzialrecbnung finden; letztere fi^ilich 
unentwickdter lis die der ersteren Methode**]. 

S.7. 
Einige unmittelbar vor Yeruirenllicbung von Leik- 
nizens Dirfereiiziftlrecliuuiig auTgestellte Mctlioden. 
Da es nicht dme Interesse sein dOrfle, den Stand der mathematischen 
Witeenschaften auf dem Continente kurz vorher, ehe Leibniz mit sdner 
IMCferennalrecbnuD^ hervortrat, kennen ra lernen, indem nur dadurch der 
Emdm^, den die VerMTentlichnng der letzteren .hervorrief , und ihre Be- 
deutung beuräieSt werdeli kann, so mögen einige in der von Leibnit 
1682 |;egründeten Zeitschrift: „Acta Eruditornm LJpsiensia" niedei^- 
legte Theorim hier Platz finden. Sie beziehen sich fast alle auf die scbotl 
frOher genannten drei Probleme, der Tangenten, der Maxinia und Minima 
und der Quadratur. Es ist bereits bei Gelegenheit der Darstellung Ton 
Nerwton's Methode erwShnt worden, dass er schon frflfae die Quadratur 
der Parabeln irgend eines Grades kannte. Indessen auch Newton war noch 
nicht der erste gewesen, der das Gesetz derselben gefunden hatte, vlel- 
melir war daSse&e bereits vonWalfis in seiner 1650 erschienenen „Arith- 
metica inflnitorum" aufgestellt worden***), indem er bewies, der Flächen- 

inlialt emer durch die Ordinatengleichung j^ = j: ■ bestimmten Carvß sä 



*) Gerhartli: „Dia Gatdeckuag -der hiUieren Aiialycu." 1S55. Beilage II, 
pag. 129. 

**) Der 100 Gerhardt in der „ßnld. d. Iiöli. Anal." 1855. pagi 49 
auigesprochenen Ansiclit, Leiboit Iiabe Barrow's Sctirißen «rsl nach Ent- 
derknng dei Algorithmus der höherei Analysis studifl, kaon ich daher nicht 
beitreleD, 

***) „Engmeralio lineaniio terlii.ordiBis'l vor Newton, SUrliog*i Aus- 
gabe und Cominentar pig. 46. 
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— —-X ■ . Denselben Satz meint, wie man sogleich 8ieht, auch Leibniz, 
»+ 1 

wenp er sieb dabin wssfiricht*) : ' „Nostro secul« »p^rtus est modus nwtisndi 
liguras curviliDeaa innuiaerabiles, imprimia quaiido onUnatse huU ia rUJoae 
utcunque multiplicata aut subinultiplicata, directa aul raci|)roc4 absci&sa- 
rum ; erit enim area a curv« ipsa et abscissa detenoinala ad rectanguluiP 
ei abscissa et ordiiiata lateribus , ut unitas ad niuneruin rationis muUipli- 
cationis expoDenl«m unitate auctum." Von der iDlegrahvchnung, in de- 
ren Besitz Leibniz, wie »ch aus dem fugenden %. herausstellen wird, schon 
damals mir, findet sich hier keine Ändeatnog. 

Kaum weniger zurüdihaltend als Leibniz waren die öbrigen Halhema- 
tiker der .damaligen Zeit So findet sich' eine bald auf diesen kaSufii von 
LeSiniz folgende nut den Bwchstahen H. T. (wahrscbeiülicta: QwwVüs 
Ttcbimhaus) bezeichnete Abhandlung*") Ober .die Löiung des TwgtwMiii- 
problems für Curveo, deren Gleichung eine rationale giBze Funetwn JM. 
in der nur eine ConataDte Torkoomit. Es gebt BlnditJh Taebirntrius 
TOD dem Gedanken aus, dass das Tangentenprablem gelöst tni, wwn mati 
die Unge TO (Fig. 30) d.h. die Suhtaageate weniger d«r AbsCwse keatfo. 
Er giebt nun iin, die&e lüie werde «if folgende Weise gttCiHlden: ÜH 
bilde einen Bruch , dessen Zahlw das Aggregat aller d^ienigeB Glieder ist, 
welche die in der Gleichung befindUche Constaute >n irgend einer Potent 
als Factor haben, nod muUipUdre jedes dieser Glieder mit dem ExpoiM* 
ten der Constautea. Der Newer findet ■ich, wenn w daa Aggregat bil- 
den aller derjenigen Glieder, die eine Potenii der AhicisM 9 au Fact«f«a 
haben luid jedes Glied mit dem E:q>OBWtea der AbsoisBe mHltipIloweB, den 
Exponenten dieser selbst aber um die Einheit vermindern. Die Gleichung 
der Curve wird auch hier als in der auf reducirten Form gegeben 
Torausgesetzt. Es sei z.B. die gegebene Curvengleicbubg: 

4ffl»»y+8o*y— «*— 3r*+34»— Sii'jy» = 0, 
80 wärde nach Tschimbausen's Regel fQr die Strecke TO sich ergeben: 



TO 



_ 2gx — 6o'j!y+12<i'j'y + 12a*jf— Sg' 
20 — aaV+8a»a!jf 



*) „AcU Sniditarua. tSSa." ptg. 42. 
**) „Acta Eruditorum. 1632. <■ pag. 891. 



by Google 



- 7» - 

Der Beweis (ür dieses Verfahreo fehlt jedoch und es dArfte sich auch woU 
schwerlich ein solcher finden. Vielmehr liefert diese 0|>er«(iou in vielea 
Fällen etwas Unriclitiges- In unserem Beispiele mQsste z. G. , wie man 
sich leicht Aherzeugt, herauskonuneu: 

Tn •- *p_— fi''*^'^ 3 a' _ 4 j— 6o»j/ — 3a* 
~* 2a — ia^!/' + Sa'rs ~ 2—'ios^-\-8a^xy 
Das hier von TBchirnhaus aufgestellte VerEahi'en bat übrigens sehr viel 
Aebnlichkeit mit deni von de Sluze gefundenen. Aus dieser seiner Tan- 
genteiimethode leitete Tschimhaus ein Verfahren ab, die Haxinia und Hi- 
nhna zu bestinunea*)' Cr setzte in dem auf die eben beschriebene Weise 
gefundenen Bruche, der den Werth von TO angeben sollte, den Nenner 
= 0. Man siebt, dass dasselbe Princip zu Grunde hegt, wie bei Newton 
(s. $. 3). Letzterer suchte den Werth, für den die SubtaDgente =«0, 
Tschimhaus den Werlb , wo TO uneodUcb wird. EndUcfa machte er 
den Versuch, eine Begel für die Quadratuc aufzustellen **). Sein Ver- 
fahren ist n>uBlich dieses: lieber der Abscissenachse AC (Fig. 31} sei eine 
Curve AHD gegeben, die in allen Beziehungen, namentlich in Rücksicht 
auf ihre Fläche bekannt ist, ihre Ordinaten GÜ, CD etc. mögen durch y 
bezeichnet werden, während die Abscissen ÄG, AC s heissen. Zu jeder 
solchen Curve lässt sieb nun eine andere Lüiie AFB finden , von der Be- 
schalTenbeit, dass ihre Fläche bis zu einer bestimmten Abscbse ^eich ist 
dem Rechtecke aus derselben Abscisse und der zugehörigen Ordinate der 
ersten Linie, dass abo Fläche AGF = Rechteck AGBI, Fläche ACB = 
Rechteck ACDE u. s. w. ; <|ie Ordinalen GF, CB dieser zweiten Curve 
heissen «. Es handelt sich nun darum, ihre Gleichung, also 2, ausgedrückt 
durch X zu finden, wenn die erste Linie AUD eine algebraische ist; denn 
diese sind ja die einfachsten. Tschimhaus giebt nun folgendes Verfahren 
zur LQsung dieser Aufgabe an: Die Gleichung der Linie AHD ist jeden- 
falls v^n Öner der Formen: 

(iy + co+(Lr=» 0, 

hsl+cas/ + 4xs + ea» + fax.^- 51'' = 0, 



•) „Acta Etwlitonia". H83. pag. 113. 
*•) „Aen SrMMoüm". 108». f«fF,43^ 
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je nachdem (flr AHD eine Linie ersten, zweiten, dritten etc. Grades ange- 
nommen worden ist. Nun setzt Tschirnhaus: 

ea + {lx=r y cq+2dx = i 

ta^ + fax + gx^ = d 2ea* + 3fax+4g3^ = x 

ha' + ia'T+kax* + lx' = e SAa>+4ia*j;+5/tfl** + 6te» = X 
u.'s, w. 
nnd stellt den Satz auf, wenn die gegebeiio Linie AHD ersten Grades 
sei, so sei die Gleichung der gesuchten Curve AFB:' 

6s + ( = 0; 1) 

sei die gegebene Lmie ABD zneiten Grades, so sei die durch sie beatioimte 
Gleichung der gesuchten AFB: 

(26s+t,*.d — (26s + i,(y«+*))'+(j's+x)».6«0, i 
oder wenn wir 2bx + i = B, yx + x = C setzen: > 2) 

B^.d-BC.y4-C'.b = 0; \ 

sei AßD vom dritten Grade, so sei die gesuchte Gleichung der von ihr 
abhängigen AFB, wenn wü- Sbz + i = B, 2yz-^x=B, dx+Jl=: D setzen: 

— {2ys — J*jß=2) + (36e — y6)BCD - (2bS— y^,BD^ = a\ 
wo nun überall fDr y, d, e, i, k, X ihre Werthe einzusetzen sind. Thun 
wü- dies, so tautet also die im ersten Falle herauskommende Gleichung 
mr die Linie AFB: bz + ea + 2dx= 0. 

Im zweiten Falle, wenn ABD vom zweiten Grade, also ein Kegelschnitt 
ist, erhält man durch Ausrechnung zunächst: 

6(4«—}-*)»* + i(ib3 — y^)% + ibx' + 3t* — yix) = 
und wenn nun für y, 3, t, x ihre Werthe eingesetzt Werden, nach eini- 
gen ßeductionen: 

bs*-ittes + 2dxx-i^a^e+2afx+4gx'+ ^ 

(d'e +c^g + i/* — cdf—4beg)a*x' 



ia*be + iabfx+4bgx* — a'e* — 2aedx — ä'x* 



oder: b»'+acx+2dxz + a*e + 2afx +4g.c*- 



• Ä) 



(e*—4be)a''+ieä—2bfßas+{d*~4bg)x* I 
Eine ähnliche Gleichung ei^eht üch im dritten. Falle u. s. w. Eine Be- 
grOndung dieser Sitze gieht Tsohirnhaus, aueh,hier nicht; yrif unlerauchen 
dieselben daher jeUt in Bezug «if i^ Kichti^Mk. um) swar wf Mgeude 
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Weise. Da jedes FlächenstOck ÄGF, ÄCB giejcb sein soll bezüglich dem 
Rechtecke AGBI, ACDE, so bestimmt sich also x aus der Gleichung: 

xiilx = ;rjr. 



oder: '=^'- 

Ira crsteu Falle nun ist die auf y reducirte Gleichung der gegeben«! TArif 

ABD, die dauo eine Gerade ist: 

__ ca+rfj ; 

also : xy = r ; 

-,,.._ ■ j ea+2dx, 
folglich wird : s = T"^"' 

oder: hz+ca+2dx=0. 

In diesem Falle liefert also das von Tschimhaus angegebene TerTabren 

etwas Richtiges. Ist aber ABD vom zweiten Grade, ihre Gleichung also: 

bs^+eay+dxy+ea^+fa.f+gx'm.O, 

/, 

so wird g" 



-(ac + dx)±^{c^ —Ue)a'+(cd ~2hf)2ax+(d*~Ug)x^ 



26 



Wird ' dies nun mit x muhlpticirt und dann nach x diff'erenzirl , so erhält 
man als Gleichiing der Linie AFB: 

4hH^+4abcs+Sbdxz+ia^e+8a^lfx■^■d^x^■^^l2bgi.'^ 

{(cd—2bna+(d^~ibg)x]^.x^ I 

{c'^ibe}tt'+[cd—2bf}2ax-i-(d^—il>g)x^ ~ f 

oder: 4bV+4abcz+bbdJrx+.aV + 8abfj:-i- libgx^ ^ 



iie*—4be)a+lcd~2if)rV . a ' 

(«*— «e)a*+ icd—2bf)2ax + i^d' — Ug)s^ ™ 
Wir sehen also, dass die von Tscbimhaus gegebene Formel a) nicht rich- 
tig ist, obwohl sie in einem Falle, nämhch wenn in der Gleichung des ge- 
^ebeiun Kegelsdioitts c«i = 0.ist, ein richtiges Resultat liefert, indem 
dann sowohl a) Ha ß) üch auf die Formel redocimi: 

So pebl z.B. die Ton Tschimhaus als Brispiel angeffihrle Annahme, die 
Linie ABD sei ein Kreis, ihre Cleichnng also: g^ = 2as — x* oder 
ya— 2«+** = 0, also 6 = 1, «=i = e=.0, ^=s— 2, j = — 1 da« 
Ticht%e Reanbat: 
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, 9q'g— 13w'-t-4j' 

* ^ 2a—* 

in allen anderen Fällen aber, wo die Bedingung g = e = nicht erfüllt ist, 
erh&lt man durcL Tschirnbauteos MeÜigde etwas Fehlerhafles. £r ge- 
brauchte dieselbe übrigens auch um uoigekelirt zu untersuchen, ob eine 
Curve X = /t^) quadrirbar, d. h. auf eine algebraische y =. g)is) zurück- 
fithrhH- sei. Zu ^m Zwecke ist die «bige Recbnong rflekwartB zu marbia. 
Ergiebt sich nun eine solche algebraische Linie y ^ ^{v), s». ist das Pr«- 
blem gelöst, ist aber eine solche Gleichung' *$^g>(-i') nicht aufzufinden, 
80 ist nach Tschimbausens Ausdruck die Curve x = f(x) nicht quadrirbar. 
Es versteht sich, dass auch dieses umgekehrte Verfahren nur In dem oben 
erwähnten Falle ein richtiges Resultat giebt*). 

Bedeutungsvoller scheint die von Sturm kurz vor Leibitizeos Ver- 
£ff«Dtlichung seiner DifTerenzialrechnung mitgetheilte **) Methode der Qua- 
dratur zu sei». Er erklärte dieselbe an dem einfachste» Beispiele. Es sei 
ein Rechteck ÄBCD (Fig. 32) aus den Seiten AB = a, BC=b gegeben; 
getragt wird , wie sich das Dreie^ ABC zum Beditecke verhält. Zu dem 
Zwecke theitt Sturm die Seilen AB, BC in diese&e Anzahl gteiciter Tbeile, 
3. fi., in. vier, und constniirt nun die Rechtecke LBCS, KLl^S, IKNß. 
AlOH, so ist offenbar, indem der Fl&dieiiiabalt d«s Rechtecke ABCD 
gleich a6 ist: 

Der Flächeninhalt des Rechtecks AlOU » ]<, ah 

„ IKNG = ,\ aS 

„ JCLMf — A«* 

„ „ „ S£CB=^\ab, 



*) Welclieh Wprlh Tachirnluus auf diese seine Metliode legte, geht 
aus den Schlussworlea des Aufsattes iu den Act. Erud., in dem er es be- 
kannt machte, hervor. Er sagt daietbit: „Quod (sein Verfabren) qiit bene 
cessideiabit , jadieubit uLiqae, noe hoc seoute AoiiqaorDra invenla in Geome- 
Iricis loDgiBjime praetervexisM , ino et ipu RsceatioriBii inenla, ^sob ia- 
credibili ralione aucia esse." Wenn man nach diesen Proben über TschirD- 
bausens damalige Kennlninse. utlheilen darf, mSchCe es kaum wahrscheinlich 
sein, dass Leibnii seine Rivaliili tn Kaeksicbt auf die Entdeckuag der Diffe- 
reniialrechnung lu fQrchien gehabt habe. (Vergl. Gerhardt: Die Eold. d. hüb. 
Anal. pag. 70}. Doch wäre es möglich, dass die noch ungedrucklen Hann- 
fcripte Tschirnhausens lu einem andereo Schhisse berechtigen. 

**} „Acta Eruditornm.*; 1664. pig. 13S, 
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MffiA die %>nme dleew Hechtedie ^i%ab. Werden alter diu S«itn 
a uad fr in doppelt w viele, ilso in acht, Thejk getbeilt, so sieht nun 
)«cbt eio, dass di« Summe der dano eiitsteheB<}eD Hpelitecke = ||ii6 =: 

. ^— - öi ■ "* **'■* ™^' ^i'"'! ^'ä" ^'^ Tbeilung in * TheHe gemacht, 
so ergiebt dch als Summe der Rechtecke : ' . ■ - - . -=■ . o4 = —jr- ■—•«•■ 

Es verhalt sich idso stets die Summe der Rechtecke zar Fläche des. gege- 
benen, ABCD, wie ff + l :2*. Nehmen wir nun » nnendlich gross, wo- 
durch die Summe der Rechtecke in die Fliehe des Dreiecks ABC flber- 
geht, so gebt das Verbiltniss x+\ :2x über ia 1 :2; es ist sko der In- 
b^ des Dreiecks ABC die Bälfte von dem des Rechtecks. OtTesbar streift 
das Prineip dieses Verfahrens nahe au das der Integralrechnung. In dem- 
selben Bande der Act. Enid. machte nun Leihniz seine DitTerenzialrecbnung 
bekannt und ebenfalls in demselben Bande, kurz nach diesem Aufeatze, 
fordert er Sturm auf*), seine Methode, die nicht idigemein genug sei, statt 
anf das Beweisen bekannter, zum Auffinden neuer Sfltze anzuwenden, liti 
nächsten Jahre theilte daher Sturm eine Anwendung seines Veriährens auf 
die gemeine Parabel mit**), und es scheint nicht ohne Interesse zu sein, 
einiger Folgerungen Erwähnung zu thun, die er aus derselben zog. Es 
sei (Fig. 33) APiPtC ein Parabelhogen , der Scheitel in A gelegen, AB die 
Richtung der Achse; man construire nun das Rechteck ABCD, worin 
die Seite AB= a, BC.=^ h sei. Jetzt werde BC in eine Anzahl, z.B. in 
drei Theife getheill und in den Punkten My , Mj derselben die Ordinaten 
Jlf|Pi, if|Pi gezogen, di« durch jti ,^j bezeichnet werden mögen. Man 
findet nun leicht , dass ^i « { a , £^1 = ^(1 i!*t. Es ist also : 

Die Flüche des Rechlecks aus den Seiten a und ^&s=|a('=9 j^afr 
.. »■ ,. .. >. .. Vi .. i»- A«6 

„ „ ,. ,. .. ,. ih „ ifr= ^a&- 

N^men wir nun von den Werthen 

■^ah.^kh, ^ ah die Differenzen, so »hal- 
ten wir: '_ — iV'"*» — ^-ah und die Differenz - Difle- 
renz wird; — /r"** 



*) >^cu Eruditarum". 1S8|. pa«. 5S6. 
••)„Ac» Eruditoiura". 1685. pag. 259. 
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Wird aber ^ Seite 6 In 6 Theile getbeilt, so «ird^, <s: ffa, y^ ==!}<'• 
y, = ||.a. St ~^.a,. ys = xi.a, und die FUcben- der Ifet^tecke 
werden: ^.ah, ^.ab, ^'^ -ab, ■^\.ab, ^.«i, ^ab, 
Ihre Differenzen sind : 

— ^j.ab, —^ij.ab, —lU-ab, — jiT-«*. — lU-"* 
und die Differenz-DilTerenz: 

—lie-ab, —sU.ab, —■,5^.06, —lU ■»'>■. 
Sturm findet somit, dass bei der Parabelllache die zweiten Differenzen 
Gongtant sind, and zwar dsBS sie, da ^f^ = ^ ist, umgekehrt proparlio- 

nal sind dem Cubus der Zatil der Theile, in die die Linie BC getlieilt ist. 

2 
Hatten wir sie z. B. in 9 Theile getheilt , so würde sich — qj • o^ > hätten 

wir «e m 12 Tbale getheilt, — fsr-"' ^ consUnte. zweite Differenz er- 
gdien haben. Es ist dieses Resultat jedenfalls von Widitigkeit für die Be- 
gründung des Satzes, dass man bei dem zweiten, dritten u. s. w.. Differen- 
sialquotienten im Nenner das Quadrat , den Culius u. a. w. des. Differenaals 

d'v d'v 

der wiHkürlich Veränderiichen setzen und also -t=z, -~, n. s. w. schreiben 

rfaj* dx' 
darf und muss.*^ 

$.8. 
Leilinizens Dirfercnzialrechoung. 
Während so die grüsslen Mathematiker der damaligen Zeit nach dem 
allgemeinen Principe suchten, welches, wie wohl jeder van ihnen fühlte, 
der Scblössel ist zur Auflösung der lirei in ihrer Allgemeinheit immer noch 
ungelösten Probleme , ohne zu einem belHedigenden Resultate zu gelangen, 
führte eine glückliche Reibe von Umständen den gewiss am Vielseil^sten 
gebildeten Mann der damaligen Zeit, Gottfried Wilhehn t. Leibniz (1646 — 
1716} im Jahre 1672 nach Paris. Zwar hatte sich derselbe bereits flräher 
mathematische Kenntnisse erworben, und schon 1666 eine Schrill: „De 
arte combioatoria " herausgegeben**), sowie sich mit der Theorie der Reihet, 

*) Ein allgemeinerer Beweis dieses Satiei, nach derselben Helbode ge- 
fnhrt, findet sich in SneD's: „Einleitung in die DilTereniial- und Integral* 
recbnong." Theil II. 

**) Guhrauer: „Gattfried Wilhelm r. teibniz. Eine Biograpliie. " Bres- 
las 1846. Theil 1. pag. 37. 
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i&sliesoBdere der arithmetisdien , und tmt I^ysik*) nnd praktiacber Me- 
chanik**) bescliiftigt-, allein erat als er im genaiinlNi Jahre dHPcli GeschSfte 
nach Paris gefQbrt wurde uild hier die Bekanntachati des damals an sei- 
Dem berühmten „Horologium osdllotorium" aii)eitenden Huygens machte, 
ward er veranlasst* sich weiter in den mathematischen 'Wissenschaften aus- 
zobilden, sowie sich mit den neuesten Erscheinungen auf diesem Gebiete 
von dem Auftreten Descartes an vertraut zu machen, während er zugleich 
durdi den persfinhchen Umgang mit Ouygens in seinen Bestrebnngen auT 
das Vortbeiüiaftesle unterstützt ward. Von Paris aus gmg er im Januar 
1673***) nach London, wo er bis zu Anfang des März desselben Jahres 
bUeb. Hier machte er die Bekanntschaft vieler berühmten Männer, und 
lernte u.a. den ihm schon durch Briefwechsel befreundeten Secretair der 
Londoner Socieläl, Oldenburg, persfiulich können, ohne jedoch mit ihm, 
wie er selbst erzählt, über andere als phystkaUsche und mechanische Dinge 
zu sprechen, hingegen ItUeb ihm Collins unhekanntf), der, sowie Barrow, 
bereits damals Ton Newton's „Melhodus fluxionum" unterrichtet waril). 
Nach seiner Rückkdir nach Paris scheint er besonders dieselben Studien, 
denen er schon Mher besondere Aufmeriisamkeit geschenkt hatte, mit er- 
weiterten Kenntnissen fortgesetzt and steh vorzügUdi mit der Theorie der 
aritbm^schen Reihen, sowie nut Mechanik beschäftigt zu haben, indem er 
zu letzterer in den Untersuchungen seines Freundes Huygens eine setner 
natürUcheu Neigung entgegenkommende Anregung fand. So kann es denn 
nicht wunderbar sein, wenn wir als Inhalt der fHihesten aus jener Zeit isr- 



*) Im Jahre 1670 halte er eine Abhaadlang TerölTenllichl : „Hypolhesii 
Physica dotb: seu Theoria moltu concreli" und „Theoria molus abstracli." 
Gubrauer. Th. 1. pag. 73. 

**) Leibnil erfand 1672 eioe die Pascal'ache au Vollkommenheit über- 
Irellende Rechenmaschine. Gudrauer. Th. 1. pag. U3.' 

•••) Guhrauer. Tb, 1. pag. 124. 

j") „Bialoria et origo caiculi differentialis a R. G. Leibnitio conscripta." 
QerinsgegebeD von Dr. Gerhardt. Bannover IS4ß. pag. 7. 

fY) „ Die' Entdeckung der DifTerennalreubDuug durch Leibnii". 1848. 
Von Gerhardt, pag. 20. Anm.; „Prcface" in BnRoD's Uebersetzung von New- 
ton'» Hethodus flüiionum, pag. XV.; Newton: „Enumeralio linearum tenii oi^ 
dinis ; sequitur illnilratio ejasdem tracutus." auclore J. Stirling. pag. 46, 
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tirteitt Bener^e» lier«uBge^es9fi*j HiuuuenpU voni. 29., 20.,' iV)- ^^ 
toker und 1. M«vember L675 machaouchf Pnaciitiea auf <iwmetaie ait- 
g*««vd{et finden, nbinjicb eine Methode , mit Hülfe der neidianiBclwD Mo- 
DHpl« der Toneinvr Gurre eiDgescbloBseaea Fläche ia Bezug auf zw« i^~ 
raU«}e o^ drei bkIU parallele Gerade die Fläche selbat tu ermitteki. Der 
Fundaniieptalftalz , zu deseut Kannlnisa Leihniz hier gelangt, ist d(r aus 
4er Jnte^alivehniuig nüttelet dar partiellen Integration eich ergebende Satz, 
jaas wemi die Gleichung einer Curve y = /(xj iet und der Werth, den s 
^ gi=b annioiipt, durch e bezeichnet wird, die Beäebung etalt bat: 



iyxäx = e/xdx — id^ ixdx üAet f ysds = -^ — ^ f sHy. Das In- 
tegral- und DifTerenzialEeicben wird hier noch pidlt getMucbt, LttibAie he- 
wklinet vielmehr |die Integration dnrcb Vorwtiung d«s Wortes : „omnia^' und 

Bchreibt daher o«n- yx . a- (^ für Ij/xds, das Differenzialzeichen wird hier 

näeh gu*-radit angewandt. In d«n llanuscripte vom 29. OctAhfr heineh* 
net er das Difierenaal der Ordinate' y durch / ubd c(Aistrutrt hier das be- 
reits Ton BarTow gebraudbte **) „tringuhim chvactaristiautt " , wie er 
(Leibniz) es nennt, «der das s. g. diffcta^nziale Sreieok ***). Zuhieb findet 
er hier den Satz, dass.weon p die Subaonnale einer Cune, jp Uire Or- 
dinate bedeutet, omn.^~^ ist, ein Theorem, von dessen Richtigkeit man 

sidi leicht äbeneugt, denn die SubAormole p ist steta ^y-r--. etb«dMtet 

also <mn.p nichts Anderes als /fy^\dx oder iydy=^. Zugleich 

tritt hier zum ersten Male das Integralzeichen / aui, indem er y durch 

*) Gerhard): „Die Enttkckung der höheren AnalyKis", 1&55, Beil. II. 
Wem diese ALhandlung Leibniieos nicht gani verslSaillich sejn sollte, ileu 
verweise ich auf meiuea Aufiatx ioi XXV. Bande des UruQcrt'sobai Archivs. 

**) Isaac Barrow: „ Geometrical leclures". Lect^re X. 

***) Dem ], Commercium epistolicum Job. CoUiasü *t ■Kamm de analysi 
promola, jussu societalis regiae in lucem ediluiu". Loadini 17IX Episivla 
D, G. G. Leibnitii ad OldeDborgh. London 1672/3. lafolge hat l.eib«ii dai 
„triangulum characteristicum " bereits im Jahre 1673 gefuBdeii. 
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fl bezeichnet. Mit Hülle dieses ifeu eiiigefiilirten Zeichens entwickelt 
Loibiiiz Bun ntehrere Sfitto*), yoa denen jedoch ein Thal luiriohlig ist, 



weil LeibuiE aur diesem Standpunkte noch /^ und | / 1 j A.b. als6 
/g*dg and f /dy j für identisch hiall So atelU er die Gkkbuag auf: 

oder ^= tyiyi folgUch auch -q- = /:Ddx. Er gelangt also durch einea 

Irrtbnai lu einein riehügen Satze. Ldbmi setit aber hineu : „N«ta: omnis 
haec IbeoremaU vera de seröhUB in qwbus dUHarentiae teminoruHi ad lerint«' 
IW9 rationem faaboit miDorem ^utübet assignabiU ", also weim die BWerenieii 
mit den fiUederti rerglichen keinen angobbsren Wcrtfa haben, daher uhUidScb 
klein sind. Umnttdbar nach dieser Bemertiung; die mithin achlieBsen Ksst, 
dass ihm schcsi damals Üa Vorotelhtng des VnendUchkleitien troiKChwebtflt stellt 

P X* 

er den Satz auf Ix^ — -r , ohne sich darüber auszusprechen, wie er dazu 

gelallt aei. Wir findcii «Iso bereits hier die eiolachslea SfitK iler InlegreL 

rechnung: /«(tec:-^ «nd /a:V*at-^. Das Differenalal der wUIUOp* 

lieh Vartabden wird Anfangs durch a bezeichnet mit der Bemerkung: „In-i 
telligitur Mitem a esse unitatem"; obscbon es also als Eiabait gcJlan eolL 
wird es doch als Factor oder firisor überall beibehalten. Bald darauf 
aber führt Leibniz das d als DiOerenzialzeichen ein mit den Worten: 

„ / autem signißcat summum, d differentiam. " Er siebt also beide Zei- 
chen als Symbole iSr entgegengesetzte Operationen, das Summiren und 
Differenaen-bHden an. Anfangs beieicUnet er des DMferenzia) Ton jr nfcit 
dareh dtf, s«ndem durdi ^-, vom 1. Hordttber ab aber tritt etets die 
jetzt noch gebrävcUiche Stduvibweise, i^ ein. Von Wichtigkeit ist e« 
aber, dass Leibniz weder in dieser, noch in den meisten fol- 



*) Dr. Gertaidt: Gud. d. bSli. i«l. 1.9(d, pag. 12^ aad IB9. 
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gep^en Abhandlungen eineaUnterBchied in der Beieiehn'u-og 
der endlichen und der unendlich kleinen DifTerenzniacht, 
Bonie er sich auch des Ausdrucks „Differential" nirgends 
bedient, sondern stets von „Differenz" spricht. Es ist nun ans 
dem Bisherigen ersichtUch, dass Leibuiz auf ganz natui^eroSsse Weise zu 

der Anfsteihing des /• und d- Zeichens gelangte, indem er durch sie nur 



"/ 



BegriOe andeutele, die der Summe und Differenz, die ihm von seiner Un- 
tersuchung der arithmetischen Reihen her bekannt und geläufig waren. 
DasB jedoch ein Unterschied znischen Summe und Integral, Differenz und 
Differenzial sei, deutet er durch seine Bemerkung über das Unendlicbkleine 
an, ohne sieh aber weiter darüber auszusprechen. . UebrigeDS trageo dia 
bisb«- betrachteten Hanuscripte unverkennbar den Stempel des im SchaSen 
begriffeneH Geistes, der zwar ahnt, dass tr auf dem Wege sei, eine vkh- 
tige Entdeckung zu machen, aber noch nicht zur Klitrheit: gelaMgt ist. 
WeseoÜicb, schon in der äusseren Bezeichnung, von der vorigea. vcrscbie' 
den und klarer als dieselbe ist die nScbste Abhandlung voii II. Novembw 
1673*). Hier wird stets eine der Variabelen, gewöhnUch x, als in einer 
arithmetischen Progression der ersten Ordnung wachsend („Ponatur x pre- 
gresBtonis arithmeticae") d.h. das Differenzial detsetben ab constant ange- 
nonuuen („Ponendo ipsas x arilhraeticas ^ erU — ^= % constans"), und 
zwar oft als Einheit imgeseben, wie es Leiboiz bn^its am 29. Octnber 
au^esprochen hatte. Hier aber wird in Folge dieser Bemerkung -:, wo 
es als Factor oder Divisor vorkommt, mehrmals nicht geschrieben. Wenn 
nun Leibniz hier, wo er -r als eine constante Zahl s ansieht, dennoch den 



Satz /^ = 'n'< vo» <l®n' c ^1™ 29. October gesagt hat, er gelte nur fär 
udendUch kerne Differenzen, anwendet, so ist dies aufTalleDd, wird aber 
dlu'cl) eine Anmerkung: „Idem est djr et -j-, id est difiierentia inter duas 
atproximas" erklärt, indem daraus hervoi^ebt, dass er dx oder -r- 



*) Geriiardl: Di« Entdeck, d. h6b. Anal, IdU. SaUags III. 
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zwar als 'cansbnt, aber zugleich als unendlicli klan angesehen habe. 
HerkwOrdig ist ee feraer, dass Leiboiz schon damals*} den Werth i 



/— , wenigstens utlberungeneise k^nnt, denn er schliesst**) aus der Inr 
tegralrechnung : A'j I y\A^I v=Ax i — , worin w = « -7- ist, mit der 
Bemerkung: ,^onepdo jam y progressiouis ÄrithmetJcae fiel": 0"+ o^ ~ 

dx . Log.v. Es ist also das Int^ral / — bis auf die Constante a^ richtig 

*/ * 

bestimmt. Wie Leibniz dazu gelangt ist, darüber giebt eine vorausgegan- 

gene**") Bemeriiung Aufbchluss, wo er w = — setzt und forißhrt: „Jam 
/■D uwi potest inveoiri ni« ope curvae logaritbniicae. " Man siebt also, 

dass Leibniz das Int^ral i—ds mit der logaritbmiscfaea Curve in Be- 
ziebui^ -settte. Wahrsclmnlicb erkannte er, dass ein solches Integral 
- (fx die Formel fflr die Quadratur der gleicbseiligen Hyperbel sei. Nun 



ß^ 



hatte aber bereits Mercator in seiner 1668 erscliienenen „Logarithmotechnia" 
den Znsammenhang zwisdien der Quadratur der gleichseitigen Hyperbel 
und den natärlicben Logarithmen aufgedeckt und Leibniz hatte sich bei 
seincfli Aofentbolle in London 1673 dieses Werk angescbafilf). Vermuth* 
lieh war er auf diese Weise zu der Erkenntiiiss {^kommen, däss ein In- 
tegral von der Form j —ix in Beziehung zu den Logarithmen siehe. 
Dass er dier diese Baziehung uieht klar und deutlich erkannt hatte, ist daraus 
ersichtlich, dass er / — = £09. y statt =a Lo^-y setzt; und auch in einem 



*) Wahrscheinlich hat Gerhardt diese Stelle abersehen, imlem derselbe 
pag. 64 seiner eben eiwahnlen Schrin, die Entdeckung des Werlhes von 
'dy 



y 



in den Juli 1676 setzt. 

**) Gerhardi: D. Entd. d, hob. Anal. 1855. Beilage III, pag. 135. 

•") EbendaselbsL pag. 13S. 

■{■) Guhrauer's Biographie, pag. 127. - 
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Hanuscripte vom Juli 1676 dräckt er sich bei dem Integrale / — nur un- 
bestimmt »o aus: „ — / -=± », quaeest ad logarithmicam." Wich- 



tig iat ferner, dass Leibniz bereite am U. November 1675 sieb Übeneugt, 
dass dv.'ü) nicht mit dv.d^, und d— nicht mit -7- identisch ist. In- 
dem er bei dieser Unlersuclmng*) sich fragt, ob d(x*} dasselbe sei wie 
dx\ läsfit er X in x^ um j? wachsen, und bildet die DifTerenz (x+P)^ — x*, 
die er =2.rß setzt. Indem also hier ß^ vernachlässigt wird, worüber 
jedoch Leibniz sich mit keinem Worte äasso-t, tritt wieder die VorsteHttng 
des Uneadlicblüeiiien hervor. Am 21. Noveaaber 1675*) findet LcibBto bei 
Auflösung einer geometrischen Aufgabe den Werth von isg , indem er zu 
der Gleichung gelaogt: yix = dxy —^ sdy. Er* erkennt zwar in derseBiei) 
ein allgemeines flir alle Curven geltendes Theorem, kann aber au dieser 
Stelle nichts damit anfangen. „Quod Theorema sane memorabSe omnibus 
ourvis coiBmune est Sed nihil ei eo novi duoetur, quiB jam adhibuimiifi" 
sind seine Worte über dasselbe. AufläUig ist es aber, wenn er, nachdwi 

Ai 
er bereits am 11.- November den Werth von / — angegeben bat, hier sagt, 

t/ ? 
er könne jede lotegratiwi ausfübreu,' wenn die VeniiiderUehe nidit ia 
Nenner oder unter einem WurEelzeichen vorkomma. Am folgeudeu Tage, 
den 23. November 1675**', gebt er zum Tangtmiei^irobleln Aber, w<kfaes 
er auf dieselhc Weite eu lösen suchte, wie Descartes***). Nur vcndet 
Leibniz statt des von demselben gebrauchten Kreises auch eine Gerade an 
und spriclit sich dabin aus, dass jede Liiüe, deren Tangenlengesetz man 
kenne, zur Ermittelung der Tangente einer andsren Curve dienoi kCnne 
Den specielleo Fall, wo die Gerade als Hülfscurve anganommea werde, er- 
klärt er als das Priocip der von de Sluze aufgestellten Methode. Zugleich 
aber spricht er den Gedanken aus, dasselbe Verfahren, nämlich eine Hülfs- 
curve anzunehmen, könne auch zur Lösuug des Problems der Quadratur 

*) Gerhardt: „Die Entdeckung der DilTereDiialrechnüDg durcb Leilinii." 
1946. Beilage fif. ' 

**) Ebendaaelltst. Beilage IV. 
•••} Daselbst, pag. 10 n, 11., 
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beovUt we^dw, (wie w von Newton geach^en war; s. $.20* allein, ISbil 
Lcibnü fort, das sei eine sehr schwierige Sache: „Res eo redit ergo ul 
AvÜB tu^entiuni figurae datae proprietatibiis axaiDinemus quas eacdem tan- 
geotes babeant relalioues ad aUeriiia figurae quae pro data siimetur, ordi- 
oatat aut tangeates. Hoc enim serviet ad figurarum quadraturag ex se in- 
vicem duceadaa, sed exemplo opus, ut talia clarius intelUgantur. £st eniu 
res subtilisainue intricaüonis. " V«n seiner DifTerenzialmethode findet sieb 
hier nicht die mindeste Spur, obschon eine Anwendung besonders des In- 
tegralzeichens, welches er ja als Sommenzeicben aurgefasst und definirt 
hatte, gerade bei der Quadratur so nahe liegt und dessen Beziehung zur 
Quadratur er bereits am 11. Norember 16T5, wie aus der Lösung des bi- 

äx hervorging, erkannt zu haken schien. Am 26. Juni 1676*) 

erkennt er, dass seine DifTerenziah^chnung die allgemeine Lösung des Tan- 
geotenpntblems enthalte: „At vera methodus tangentium generalis est per 
differentias. " Hingegen in Bezug auf die Quadratur spricht er sich ebenso 
aus wie am 22- November, nämlicb dahin, das Problem mit Hülfe anderer 
Gurren zu lösen, und deutet au, dass zu diesem Zwecke Tafehi oder ta- 
beilen anzufertigen sei«n, {wie auch Newton einen „catalogus" Bufgestellt 
hatte, s- $. 3). Als tiesondra« dienlich zur Anwendung zu diesem Zwecke hält 
er die Hf perbd und den Kreis; erstere wabrschebiUch deswegen,- we3 durch 
Hercator ihre Flache bestimmt worden war. In einem vom Juli 1676 da- 
tirten Manuscript**) löst Leibniz das Beanne'scbe Problem, indem er zu 

dem Schlüsse gelaugt: „e/-^=-.>; ergo ^/-=? 2, quae est »d 

logaritbdiioam. '-' £s ist schon oben erinnert wonlm, data diese Lösung 
keine gani genau«, sondern nut eine angedeutete ist Auch kommt hier 
ein Fehler vor, indem er d^ajf~-r^^ setzt, ein Satz, der übrigens ohne 

allen Zusammenhang hingestellt wird. 

Diess sind die Resultate, zu denen Leibniz während seines Aufent- 
halts in Paris gelangte. Im October 1676 reiste er von da ab, ging eine 

*) Gerhardt: „Die Entd. i. DiffereniialrecliDung durch Leibniz." 1848. 
Beilag« V. 

••> Dtti^bst, ^eil^e VL 
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Woche nach London, wo er die persSnliche Bekanntschsft toA Coffins 
machte*), mid begah sich tod da fiher Amsterdam naidi Hannover. In 
einer auf dieser Reise geschriebenen ••) Abhandlung vom November H76***) 
Stent Leibüiz die bisher gefundenen Resultate zusammen. Sie sind die 
Differenzialion der Potenzen mit ganzen Exponenten. We er zu dieser 
Regel gelangt ist, spricht er nicht aus und ist aus dem Vortiergehenden 
auch nicht n-sichtUch. Wahrscheinlich fand er durch llmkehrong der be- 

reite am 29. October 1675 enlwickelteo und aufgestellten Sätze / " ^ 'S 

und / ic* = Y die Beziehungen d{xy = 2x un4 d{x*) = 3a:*, von ö^nen 

er dann weiter auf die höheren Potenzen mit positiven und negativen Ex- 
ponenten BcldosB. Es folgt dann die Regel für die Differenziation der 
Qu adi'Ht wurzeln. Von dieser ist bereits erwähnt worden, dass er sie ohne 
fiegründung und unrichtig in der Abhandlung vom 26. Juni 1676 binge- 
stejlt habe. Auch hier sind die angegebenen Sitze über dieselbe falsch, 

iudem er zuerst d^x^-^—, sodann dy^s oder d\x^)^- — {x * = 

_ V ' 

— U/J- selzt, und (fVo + 6« + «'- f"*"^" findet Die 

V « *.d»ja+b*+i»* 

frOber beUäußg gefundene Regel der Differenziation eines Producles : dxjt = 

ydx + sJy findet sich hier nicht, ebenso wenig wird der Werth von 

mit unter die FundamentalsStze aufgenommen, ein Beweis, wie es scheint, 
dass Leibniz auf diese beiden Theoreme damals noch keinen Werth legte, 
indem es ihm nur darauf ankam, eine Rechnong aufzustellen, die dos aUen 
damaligen Hathematikem unOhersteigUcfae Hindemiss, welches die Brüche 
und Wurzeln der directen Behandlung iii den ^Weg legten, beseitigte. 
HierauT also, dass ihm dies, wenigstens bei der Differenziation gelungen, 
legte er das meiste Gewicht. Alle bisher erwähnten Abhandlungen machen 
übrigens noch den Eindnich , als ob Leibniz das Princip* seines Verfahrens 



-A 



") Gerhardt: „Die Eatd. d. DitTereniiatrecbDuiig durch Leibnii," IS48. 
P«g. 8». 

■*) Bhendaselbst. 

***) Gerhardt: „Die Eotd. d. höher, AasIrBii.« 1856. BeJI.ITl 
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mehr gefühlt^ ab tieutich «liaiist ittbe, besonden datkircb, dass bald die 
eine, bald die. andere der Veränderliches, x und 31 als gleiclimässig watlt- 
send angenommen wird, und dass dies ohne Pnncip, oit im Widersiii'uche 
mit einer schon gemachten Supposition geschieht. Klarer ist ein Maiiu- 
script Tom 11. Juh 1677 *J abgeßisst. Hier treten zum oialen Male die 
Fundameotalsätze der DUTerenzialrechnung aur, indem Leibiiiz liier, oder 
vielmehr in einer Umarbeitung ans dersribeii Zeit die Regehi für die DÜPa- 
renziation einer Summe, Different, eines Productes und Quotienten, sowie 
der Potenzen und Wuneln nt^tig auTst^, olme jedoch die Beweise hin- 
zuzuRlgen. Wir körnten daher nur vermuthen, wie tr auf diese Sätze 
gekommen ist. Zagleicb aber, und dies ist sehr merkwürdig, giebt 
erjBtzt die Annahme, die er in allen früheren Abhandlungen 
gemacht hat, ix und djf als Einheit anmsehen, slillschwei- 
gend auf, ohne sich hierüber zu erkliren. Die Anwendung 
seiner Recbnung auf die Lösung des Tangentenproblems ist, wie es - 
scheint, absichüich etwas verwidtelt dargestellt. Von bedeutehdereui In- 
teresse iik die Begründung seiner Methode ist eine nut keinem Da- 
tum**) versehene Schrift Leibnizens. In derselben herrscht nun die. 
Methode des Üoendlichkleinen ganz tmverii&llt und au8gd>ildet vor;- in- 
dem hier dx, ij/ als „infinite parrae", die Gurre als ein „polygoDum 
inttnitangulQm " etilärt wird. Diese Theorie aber war es auch wabrscbein- 
Uch, die Leibinz auf die geometrische Bedeutung des Integrals ftlhrte, welche 
sich hier znm ersten Male klar und -deutlich ausgesprochen findet, indem 

er fs^ ^^^ ^B Summe von Rechtecken aus den Seiten y und 4x de- 

finirt. Besonders auflallend ist es aber, wie er hier die Elemente seiner 
Metbode erläutert. Indem er nSmlicb auf die gegenseitige Beziehung 
zwischen Summe und Differenz hinweist, sagt er: 



*) Gerhardt: „Die Gold. A. büh. Anal." 1S53. Beilage V. 

**) Dasolbat. Beilage VI. Vielleicht darf man aus einer in diesem Ua- 

■nscripte votkoniiUDdeu Stelle: ix + yr~v iet\a. fx + fy — /c, wo 

also Leiboiz das DilTerenzial der VerinderlicheD , nach der iategrirt werde» 
soll, siebt bcifagt, schtleSBen , dass dti^elba vor ■ dem Jahre i6S6 ,. ia wel- 
chem er seiM Iniagrtlncbinihg ver^enUichte, abgefaait jiu 
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„Sit aeries differentise 13 'S 4 6 äs 
serieB )f>sa 6 1 3 S 10 IS jp 

seriei summa 1 4 10 20 25 /x. 

Jam TermiDJ seriei sunt summas difTerenLianim seu X aequ. ids, ha 9 

aefp. 1+2, et aequ. 1+2+3 etc." Han uatit, dasB, wega m der vo- 
rigen AbhMdhiDg das gleicluD&seige Wacib»«i v«n » aliUfchwägead anf^ 
g^cD ^flKkii war, diese SteUe dem fräheres Verfahren, a in einer arith- 
metiachen Pragretsion erster Ordnung wachsen su Uaseo vid (te comtan t 
anznnehmen , direct entgegea iat, iaitm tier x als in eiper aritbnetischen 
Progresaioa zweiter, tii: als in einer aritliineliaebea Progre&si^n erster 
Ordoung wachsend angeitonmen wird, ao d|i88 als^ die zweite {I^Pereuz 
' ccnstant sein wfirde. Auth ist dies« Dargl^Uuag jedepfalla Ursache, warum 

Leibniz an. der unmittelbar darauT folgenden SieUä: / x+y — v aeqo. 
ix+ Jy — jv das Differenzial unter dem Integralzeichen «egiässt. Of- 



fenbar wussle «r ibm keine BedeKlMig untersulegen. Naebdom diese Be> 
merkungen vorausgeschickt sind , entwickelt nnn Leibniz- [)ie fohdainentait- 
sUze seiner Rechnung, und zwar, hier zum ersten Haie, mit Beweisen. 
Bei der Aufstellung dtrsetbea rariaihrt er, wie S4^^n crwäfant wurde, nach 
der Hctbode des UnendbcfaUeinen , 6r vemachlSsii^ l^i der EntwickeUmg 
von ixs das Glied iain, hei der tou dl — 1 das Glied xdj; im Nenner; 

im Wertbe von Axy setzt er «i die Stelle von s wieder ein Product 
st>, und indem er so fortßhrt und zuletzt alle Factoren gleich setzt, ge- 
langt er zur Differenziation der Potenz u. s. w. Per Logarithmus wird aber 
auch hier nicht erwähnt. 

Dies ist der Eutwickeluogsgang der Leibitiziscben Lehre, wie er sich 
aus seinen erst neuerdings hennisgegehenen Manuscripten ergiebt, . Wir 
haben ihn bisher seine Methode an den wenigen SteBen, wo er nf das 
Prio^ derselben eingeht , im. Knie der 'Theorie des Unen'dlichkleinen be- 
grflndtn-Mhte. fietradden wir jeUt die von ihm &elbet verüETentlicbten 
AbhaDdlimgen. Die ente «ters^bea, fn wekdier er »eiM EaUeckuog be^ 
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bwnt machte, ist fonn Oetpher des Jabrea 16^*). E* ist Uer nicbt der 
Ort 3U luitereudicB , was ihn lieetiiiunle , so luge dieselbe geheim su hal> 
tea, uod welclitr ÜBiätand Um befitimaite, gerade im Jahre lft64 mit sei- 
aer Lehre nach neunjihrigein Schweigen hervorzutreten '^J. Belrachlcn wir 
viehnehr die Art und Weise , wie er dieselbe in dem erwähnten Anfsatn 
nun Octpber l%Si darstellt. . la dieser Betiebung nun müssen wir sagen, 
disa derselbe durchaus nicht geeignet war, eine Cineiubt in seine. Jfethvde 
zu gewähren , and es scheint allerdkigs , als ob Leibnii gefiissentÜfb euM 
solche verttüten wolle. Was zunächst den Uiobng betrifft, in welchem w 
Beiae Entdeckung mitlheilte, so ist derselbe ein solcher, dass er alle H*- 
thematiker der damaligen Zeit in Erglauoen setaen mussle. Leibnii tbedt 
luerst die Begßln für die Diflereoliation einer Siwme, einer DüTereni!, einer 
Prodoctes, eines Quotienten, eUter Potenz und Wm'zel mit, jedoch obM 
jeden Beweis , giebt hierauf die Gesetze für die JBettinunung Aer Tangente, 
der Haiima und Minima und da- Fleuonspunkte an und eehliesst mit sei» 
oer im Juli 1670 gefundenen- L&sung des Beaune'schen Problems. Sehen 
wir aber zu, wie er .sich Ober die Bedeutung der DiOerenmle ausspricht. 
Dem Vorigen nach sollte man erwarten, das* er sich der Thevrie des Un- 
endlichkleinen gemius über sie geäußert und dieseU>e liier entwickelt hab«. 
Dies ist aber keineswegs der Fall. Er rechnet überall mit denselben, wie 
mit allen anderen . Grössen und rügt die einzige Bemerkung hinzu: „Tfo- 
tanduiB &x&dx eodem modo in hac calculo tractari ut y&äy «et aliam 
lineaai indetenuinatam cnm sua dillerewliaU", und bei Gelegenheit der Re- 
gel, die V sur L&sung des Tangenteoproblens aubtellt, sagt tr, indem 
n die Ordinate, YB die Sublangente der Corvebedentet, an die die Tan- 
gente gelegt werden soll: „Jiffli recta aliqiut pro arbitrio assumt« vocetnr 
dx et recta quae «t ad dx ut » ad VB ToeaUir du äw differentia ipsa- 
rum V." Das beisstalso: man suche für die gegdienc Con-e den Diffe* 
rcn'wpwtlwit'W ' derselbe gebt, mim die DifTereDzen sich annutliren, in das 

*) „Ada Eruditorum. " 1GS4. mens. Octolr. pag. 467: unter demTild: 
„NoTimethodns.pro Haiimii et UiDimis, jtemque uitgeollbm, quae nee fractas, 
nee iiratioDsles quantilatcs moniur, et singulaie pro Ulis calculi genug.'* 
G. G. L. 

.*•> GerbaHt: »Die Eatd. d. hüb. AmI." 1995. jiag. 60^71 stellt 
Leibniiens YuhlUoJM ^n Tachitohius: aU Gtrund dar.. i 
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Verhültaks der Ordinate zur Subtangeule aber; wird aiso an die Stelle der 
aBnulUrtai Differenz eioe bdiebige tirdsse ds gesetzt und dann eine andere 
beatimmt, die «cb zu ibr verbalt, wie dia (^dinate zur Subtangente-, so 
wird diese durch dg beteiehnet. Freilich aber bezeicIuKte Leibnii die DiBe- 
renzeq sowohl jor ihrem Verschwinden, wo sie also Differenzen der Cur- 
Tenordinaten sind, als nach ihrem Verschwinden, wo an die Stelle dersel- 
ben andere Grössen treten, deren eine beUebJg ist, und deren andere die 
zugehörige Differenz der Ordinate der Tangente ist, mit denselben Buch- 
Btabeii, und sprach nur im Allgemeinen Ton Differetize», indem er mit 
defflsdben Worte ebenso wie mit'demseSien Zeichen verschiedene Bedeu- 
tungen verband. Indem nun, wie erwMint', dx beliebig ist, kann es cod- 
«tant ang«iomraen werden, was, wie Leibniz am Ende seines Aufsatzes 
bei der Auflösung des BeaunC' sehen Problems angiebt, dn gleichmSssiges 
Wachsen der Abscisge bedeutet. Von der Integralrechnung findet sich bier 
nur die Andeutung: „Notandum eliam non dari semper regressum a difle- 
rentiah Aequatione, nisi cum quadäm cautionfe, de q«o ahbi." Diese Er- 
Uärong über seine Integralrecbnung, auf die Leibniz hier verwnst, folgte 
>m Jahre 1686*). Hier nan treten <he Differenziaie dz, dg wiederum als 
unendtidi kleine Grass«! auf; sowie siu in dem zulettt erwähnten Hannscripte 
behaiidet worden sind; ein Grund, wesshalb Leibniz die 1684 
aufgestellte Ansicht in B^ezug auT dieselben verliess, findet 
sich nicht angegeben. AusfOlirÜchcr ab^ entwickelt er die Lehre des 
Uoendlicbkleinen in einer AbbandlaMg vom Jahre lt99**), die er gegen die 
philosophiscben Ansichten, welche IVewton's 1886 erschimenen Princ. phil. 
nat. zu Grunde liegen, abbsste ***). Hier eitiürt er geradezu, die Differenziale 
könnten so klein genommen werden, dass^ sie im Vergleich mit anderen Gr&ssen 
TernachUssigt werden könnten,- wie der Durchmesser der Erde im Ver- 
gleidiB mit dem Durchmesear des Himmels. Nach dem aas den Mann- 
swipten vor dem Jahre 1684 UitgetbeJIten wh^ es flicht mmderbar «^ 



*) „Aela Bradtlorum." IS96. 

**) „Ada Eraditonim." 1(169, pig. 8Sa. BS: „Tenlamen de Motunm 
coeleslium caosis. " G. G. L. 

***} Guhrauer'a Biographie. T*. I. pag. 383 — »OOj fiiplison: „Hnlori» 
luxioDum"; Brewster: The life oi Sir luac Newtea"« GbaplerXlI. 
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scheinen, dass Leibniz za der bJer ausgeBprocheneil Lelire gelangle; man 
wird aber auch nicht allzu weit von der Wahrheit entfernt sein, wenn 
man behauptet, dass seine hier gegebene AufTassung der Difierenziale mit 
aemem philosophiBchen Systeme der Mooaden, welches er ja um dieselbe 
Zeit ansbildete, in, Beziehung stehe, dass ihm DilTerenzial und Monas but 
verschiedene Ausdrücke für denselben Begriff sind; wissen wir doch, wie 
envShnt, dass mit dieser Abhandlung ein philosophischer Streit Leibnizens 
mit Newton begann. Eine andere Frage aber ist die, wie es kam, dass 
seine Theorie des UnendUchkleinen , durch deren Aufstellung einer Reihe 
von Widersprüchen Thor und ThÜr geöffnet wurden, von den Hatbema- 
tikem der damaligen Zeit ohne Weiteres und so begierig aufgenommen ', 
ward. Hierauf wird man' ohne Bedenken antworten können: einmal weil es 
mehr in Geiste der damahgen Zeit tag, die Wissenschaft zn erweitem, als 
sicher zu begründen; zweitens aber und vorzüglich, weil die Vorstellung 
des Unendlicbkleinen damals eine ziemlich geläufige war (wir erinnern nur 
an Roberval's und Cavaleri's Lehren des Untheilbaren) ; indem nun Leibniz 
einen Algorithmus gefunden hatte, mit dessen Hülfe man das Unendhch- 
kleine im Calcul ^iren und in Rechnung bringen konnte, setzte man sieb, 
im Hinblick auf die so erzielten glänzenden Resultate, über die mit dieaar 
Vorsteihmg verknüpften Inconvenienzen leicht hinweg, bisbesoudere trugen 
Jacob und Jobann BernouUi und der Marquis de THospital (Marchio Hospi- 
talis) durdi glücUiche Anwendung der Leibnizischen Methode auf die 
schwierigsten Probleme dazu bei, ihr rasch und schnell Eingang und Ver- 
breitung zu verschaffen. Als sie aber erst einmal festep Fusa gefasst 
hatte, finid sie in der Leibnizisch- Wolfischen Philosophie eine nalüriicbe 
Beschützerin, nnd ward durch diese aufrecht erhalten. Freilich aber gab 
es scboQ damals HSnner, welche, wie der Leibniz so innig befreundete 
Huygefls, der Methode der Alten getreu bb'eben, ohne jedoch gegen die 
' neue Rechnung' sich geradezu zu eridüren. In diesem unangefochtenen Zu- 
gtande sollte dieselbe aber nicht lange bleiben. Ein HoUSnder, Rernhard 
Nieuwentiit (oder Mieuwentijt) , war der erste, der im Jahre 1695 gegen 
sie auftrat*) und somit die Reihe der Angreifer eröffnete, die sidi bis auf 



*) „Acta Eniditorum. '' 169S. pag. 372: „ Considerttlonei circa alcoli 
differentialis asnm." 

ir«(ti»iara, Wm; i. Mk. intt. ? 
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unsere Tage g^ep die Theorie des UaendlichlileiiieB erhaben haben. Mit 
sehr richligem Takte, freilich, wie untea gezeigt werden wird, mit wenig 
Gläck wandte er eich nicht gegen Leibnia allein, sondern auch gegen die 
Brüder BernonUi, die hauptsachUcbBten Verbreiter der Methode desselben. 
Sehen wir hier zunichst zu, was er gegen Leibniz s«lbat geltend machte. 
Es waren besonders drei Vorwürfe ^ die er ihm machte, oSmlich: \) Leib- 
niz habe ebensowenig als Barrow und Newton, hei denen schon die iu(- 
eodlich kleinen Grüssen vorkämen, erklären können, wie sie sich vom Nichts 
oder der Null unterschieden-, 2) es sei nield klar, wie sich die Dilferenziale 
höherer Ordnungen von denen der ersten Ordnung untersulüeden ; 3) die 
DifTerenzialmethode könne auf ExponenzialAinotionen nicht angewandt werden. 
Leibniz vertheidigt sich hingegen folgenderanassent) : Zuerst spricht er sich 
darüber, daas mau überhaupt an einer Rechnung, deren Fruchtbarkeit, »ich be- 
raU bewährt, AussteUuugen mache, dabin aus**J: „Ego qiiidem. fateor magni 
me eorum diligentiam facere, qni accurate omnia ad prima principia u»qiie 
demonstrare conlendunt, et in taUbus quoque Studium non raro pouiisse; 
Qon tamen suadere, ut nimia scrupulositate arti -inveoiendi ob«x ponator. 
aut tali praetextu oplipie inventa rejiciamus, nosque ipsos eonim lru«tu 
priven)us." Schon die hier ausgesprochenen GrundHitze lassen Tcrmothea, 
dass Leibniz sich ausser Stand gelßUt habe, die ihm gemachten Vorwürfe 
grüDdUch zu widerlegen; und dies bestätigt sich ToUkommen. Auf den 
ersten Streitpunkt Nieuw.entüt's antwortet er nämlich so?**): „Et qu^e 
taU (es ist von unendhchkleinen Grössen die Rede) quaobtate non -diffe- 
runt, aequaüa esse staluo, quod etiam Archimedes sumsit ahiqne poat 
ipsum omnes. Et hoc ipsum est, quod dioitur differ«ntifun esse quavia 
data minorem. Et Archimedeo quidem proc«»su res «emper dedoctione ad 
absurdum confirmari potest. Qaoniam tamen methodus ibrecta brevior e<t 
ad intelligendum, et utiUor ad invoiieudum, sulficit cognit« seiuei redu- 
cendi via postea methodum adhiheri, in qua incompvahdit«' Bwor« ae^ 
guQtur, quae sane et ipsa secum fert demonstratjonem mam sewnduu 



") „Acta Erudilorum.'' 1695. pag. 310: ,,ReapoDsiq >d nonnullas dif- 
ReuHiles a Dao Berohardo Nieuwentijt circa meüiodum differentiilem sea id- 
floitesi malern motua." 

**) U demtelben Aoffalfe, ptg. 811. 
■ T**) Bbindaelliil. 
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lemma a me Febr. 1689 communicalBin. Et 31 quis lalem aequabiBtatia 
definitionem rejicit, de nomine däputat. Sufficit enim inteliigibilem esse et 
ad inventenduin utitem; cum ea qtiae alia magis (in speciem) i^orosa me- 
thodo inreniri possunl, hac methodo semper non minus accurate prodire 
sit necesse. " Man sieht also, in Bezng auf den Unterschied, der zwischen 
dem Unendlichkieinen und dem Nichts oder der Null stattfinden soll , be- 
raft Hch Leibnii auf die Autorität des Archimedei. Indem er aber fort- 
fahrt, seine Beweismethode habe vor der deductio ad absurdum den Vor- 
zug der Kürze und Nützlichkeit zum Eriinden, es liessen sich aber alle 
Sätze auch durch die deductio ad absurdum beweisen, gesteht er mehr als 
zur HSlite zu, dass diese letztere eigentlich diejenige ist, auf die man sieb 
am mebten verlassen kann; ob aber eine solche deductio ad absurdum 
immer möglieb ist, darf billig bezweifelt werden; Maclauriu versuchte sie 
epäter (s. S- 4) nnd wir haben oben gesehen, mit welchem Erfolge. Auf 
den zweiten Einwurf antwortet er damit, dass er zu zeigen sucht, ea be- 
stehe zwischen d'x und dx derselbe Unterschied wie zwischen dx und T, 
es sei also d'x im Vergleich zu dx unendlich klein, ebenso wie dx im 
Vei^Ieich zu x. Um dies zu beweisen mmmt er an, y wachse in einer 
ariUmietischen , x in einer geometrischen Progression, so dass dy con- 
stant, äx aber nicht constant ist. ' Es verhalt sich demnach dx zu dg, 
wie eine veräaderlicbe Grösse, die er wieder mit x bezeichnet (und hierin 
liegt, wie man sogleich bemerken wird, der Nerv seines Beweises sowohl, 
als der Fehler, mit dem derselbe behaftet ist) zu einer Conitanten, z.B. a. 
Es gilt also nach seiner Meinung dann die Proportion : dx : dg ^== x : g, 

woraus folgt: dx = —^ und mitbin, da a nnd flW constant sind: d^x = 
a 

; also verhilt sich: d*x: dx-^dy.a; nun aber veriiielt sich dx:dj/ = 

f:aoder dg:a=dx:x, mttfaia ergieht sich die Proportion: d^xids 
==dx:x, und somit bah Leibniz seine Meinung Rlr bewiesen. Das Un- 
zulängliche dieser Schlüsse ist jedoch tu augenläUig , lls dass es aötbig 
wäre, länger dabei zu verweilen. Was endlich den dritten Emwand Nieu- 
wentiit's betrifft, so ist schon früher angegeben worden, dass eine be- 
stiännte Regal (Or die DiS'et«niüUio& der Exponeozidtimetioo •der de« Lo- 
garithmen von Leibniz nicht aSfgestellt w»rden ist. Sehen wir daher 
ZU, wie er sich hier auaspricbt, £r sucht nicht das Differenzial der ^- 



1* 
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t«cli^ Exponeiuiaifiuiction, die bdunatlich in einer Potenz mit constaoter 
BauB und Tariat>el«n Eiponenten bestellt, sondern das einer Potenz jf = x*, 
in der sowohl die Basis x als der Exponent v Teränderlich sind. Zuvör- 
derst nun gesteht Leibniz ,' dass' aur gewöhnlichem Wege die Auffindung 
des Differenzials nicht mfigüch sei , denn es folge aus y = z' 

und, wenn man (x+da;)*^'*' nach dem biuoiniscben, Satze in eine Reibe 
- verwandle, so da&s also 



i 

wird , und nun dx, dv, dj/ in Null übei^ehen lasse , erhalte man 0=0, 
womit weiter nichts anzufangen sei. Um diesem Uebelstande zu entgehen, 
nimmt Leibniz von beiden Seilen der gegebenen Gleichung y = x'' die na- 
türhchen Logarithmen, so dass sie also, wenn dieselben durch l angedeu- 
tet werden, die Form annimmt: 

l.y=.v.l.x 



ß-ß- 



odw: 

Werden beiderseits die Differenziale genommen, so ertiäll man: 

dy dx , , , 

y X 
Indem nun Leibniz b als' eine Function von s und jr voraussetzt, wird 
dv — mäx+»dg, wo m und n ebenfalls gewisse in jedem einzehieo Falle 
zu bestimmende Functionen von x und tf sind. Somit nimmt also die 
letzte Gleichung die Form im : 

~ = v — +m .Ix. dx+H.Is. da 
y X ' ' 

oder: 1 — — ti . ia; lrf|f = ( — i-m.lx jds. 

. Offenbar ein Redmungsfehler ist es, wenn Leibniz liieraus schliesst -.ix: dg I 

^v: — V^.lx, indem sich ersieht: , 

' X * I 



. allein ebenso augeoscheialich beg^t Leibniz hier einen Cirkel im Beweise, 
indem er ohne Weiteres / — fOr I . y, / — ßr I . ai setzt. Denn da Lo- 
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garithnnis und Ezpenenzialfunction nur TerscMedene Aufl^Bsuiigen dersel- 
ben Sache sind, erhellt, dass er das eben zu Beweisende bereits als be- 
kannt annimmt. Nan siebt daher aus dem Bisherigen , dass Leibniz allei^ 
dings nicht im Stande war , ' die von ibm aufgestejlten Regeln hinreichend 
zu beweisen und wir sehen ferner, dass er seine Difierenzialrecbnung ge- 
brauchte, weniger weil er von der Sitherheit und Gewissheit der Methode 
Oberzeugt war, als weil er bemerkte, dass dieselbe fasslich (freilich nur 
bis zu einem gewissen Grade) und geeignet sei, um mit ihrer Hülfe Neues 
za entdecken. Die hier angegebenen Beweise, vielleicht auch die ausge- 
sprochenen Grundsätze mögen indessen Leibniz selbst nicht befriedigt und 
ihm selbst nicht lünreichend geschienen haben, denn in demselben Bande 
der Acta Eruditorum, bevor noch sein Gegner Etwas über seine Vertheidi- 
gung hatte sagen können, Hess Leibniz eine zweite Abhandlung zur Be- 
gründung seiner Methode einrücken"). In derselben verweist er, wihrend 
er in seinem ersten Aufsalze sich auf seine in ded Act. Erud. in dem Jahre 
1689 dai^steUte Theorie sich bezogen hatte , auf — seine erste im Jahre 
1684 aufgestellte Ansicht**): „Nempe inspiciatar Tab. ad pag. 467 dicti 
anni 16^4, reperietur dx elementum abscissae AX vel jt repraesentari per 
rectam assignabilem in flgura separatim positam et deinde dg, elementum 
ordinatae X¥ seu y repraesentari per rectam , quae sit ad dictam ds jam 
inassignabilem ut XY ordinata est ad XD interceptam in axe inter tangen- 
lem et ordlnatam." Wir sehen also, Leibniz flüchtet offenbar zu der im 
Jahre 1684 aufgestellten Theorie zurück, die Differenzen Ms zu Null ab- 
nehmen zu lassen und wenn sie verschwinden, oder wie er sich hier aus- 
drückt , inassignabiles werden , andere endliche , , ass^nabiles , GrGssen an 
ihrer Stelle zu substituiren , deren eine, dx, willkürlich ist, und die er in 
der Tbat in der Figur zu seiner Abhandlung vom Jahre 1684 als eins 
endliche Linie dabei gezeichnet hatte, wSbrend die andere, dg, dadurch 
beaUmmt wird, dass sie sich zu dx verhalten muss vrie die Ordinate zur 
Stditsngents. Sehr bezeichnend bedient sich Leibniz in der eben angefQbr' 
ten Stelle des Wortes „ reprae^ntare " , indem die neuen, asaignabilen 



*) „AcU BnidilorDm." I6B5, pag. 309: „Addenda ad Da. G. G. L. 
Schediasma proiimo measi Julio pag. 310 et sequ. iosertum." 
**) Daselbst, pag. 370. 
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GröSBW die uraprfinglichen, wenn sie. inassignabd werden, Tertreten. Ud>er 
die b&bereo Di0ereiizialc[uotienten draclit er sicli hier so aus*): .... »potr 
ecunt ad euBdem axem in iisdem panctis applicxri ordmatae secimdae ad 
Dovant lineam tenoinatae, proporüunales difterentÜs primi gradus seu ele- 
meotis ordinalamm lineae primae. Quod si jam idem fiat pro secundis 
ordinatis, quod ractum est pro primis, liabebuntur ordinatae ad Uneam 
terUam, proportionales primarum ordiuatarum differentio - dUTereotialibus, 
seu diSerentiis secundis. " Wie es scheint, meint Leibniz' hiermit, dass der 
Werth eines jeden Differenzialquotienlen als Ordinatenglelcliung einer Cime 
angesehen und dieselbe slets conslruirt werden kfiiine, sofvie Newton die 
llOherea Fluzionen geometrisch dargestellt hatte. UögUeher Weise mräit 
er aber auch dasselbe, was er kurz darauf ausfQhrUcher so ausdrückt**): 
„Quod si solae darentur differeotiae primae, sequercUir omnes qrdiiiatas 
crescere uniformiter, seu onmem lineera esse rectam., Interdum aulem 
CQQtinuaiKlo aliquousque diSerentiatioites, tandem fipieoduDi est, cum ni- 
miruRi ünea differentiarum repraesentatnx , secunda vel tertia Tel alia ulte- 
rioF, fit recta. Nemp« si ordinatae primae siid ut abscissae, tum. ünea 
prima est recta, & caret differentüs seciuidis. Si ordinatae primae sint 
ad parabolam (nempe quadraücam) seu. si sint ut quadrala abscisaarum, 
tunc linea secunda erit recta, et huea prima (parabola scilicet) carebit dif- 
fereotiia tertiis. Si ordinatae prinae sint ad paraboloiden cubtcam, seu 
UOt ut cubi abscJsaarum, tunc linea tertia erit recta, et linea prima (pa- 
raboloeides scilicet cuhie«) carehit differentüa qvaitis & ila porro. Idem 
est si ordinatae (primae scilicet) componantui er ordioatia paraboloeidum 
dictis, sive per addittonem sire per aubtractifmen, tuuc eoira finientnr 
tapdsm ^erentiae cum idtissimae paraboloeidis ingredientibus ordiaatis. Sed 
io caeteris Unns. omnilMu differeutiati«iiea ^oceduat in infinitiim . qnotie« 
solical io Talore ordinatae abscissa in nominatore vel vioculo reperitur- (Und 
offenbar mit Bezug auf seine obige SrkläraDg der Differniziale fihrt er fort): 
El bis jam iotelügilur caiculum dUEerenlialem posae conc^ii taaquam si üent 
non oisi in quanlitatibus ordinariis ; tametsi oiigf) ex inaasignabäikus pattnda 
sit, ut abjecüonum seu destructionum ratio reddatur. " Dieselbe Ansicht 
entmckelt Leibniz ausGUiriicher nocji in einer besonderen, neuerdings 



*) EbendaMlbst. 
**} Ebenduelbat. 
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berausgegebetieti Schrift*), die erweislidi^) nach dem Jahre 1700 abgefasst 
igt. In dei^älben spricht sich Leihdiz nur noch deutlicher und hestimmter 
aus als In der letztgenannten Stelle der Acta Erud. Er sagt daseihst***}: 
„Mihi aliquoties propositum lUit, detnonstraljonibus firmaTe caIcuU nostri 
lundaitientä , et subinde jam tum indicavi fontes eo consiUo, ut cbi ötium 
Sit, occupare haue operam posait. Nondum tarnen vidi, qui fecerit. Nant 
quod döcUssimus Bermamms coepit agere iii scripto contra Po. Nieuwen- 
tätium pro me edito, absolutum nondum est." Hier also gesteht Lttibaiz 
olTen ein , dass biä jetzt seine Rechnung noch nicht begründet sei , er ge- 
sieht also ein, dass seine Methode des Uneudlichkleinen keinen hinlängUcheo 
Beweis enthalte und e^ ist wohl zwischen den Zeilen zu lesen, dass er die 
Torliegende Abhandlung zum Behufe emer Begründung der von ihm aufge- 
stelllen Regehi auTgesetzt habe. Wie efnühot, fühi't er hier das länger als 
26 Jabre vorher, iäi Jahre 16fl4 Angedeutete und im Jahre 1695 Wieder- 
holte weiter aus. An die Stelle der DilTerenzen dx, dy, wenn sie quanti- 
tales inassignabiles werden, also im Ycrschwindungszustande sind, denke man 
sieb andere, endliche Grössen, quantitates assignabUes gesetzt, die er hier 
toit (S)x, {d)y bezeichnet: „Assuniatur pro arbitriö" sind seine Worte f) 
recta quaecimque {d)x (Fig. 34) manente puncto iX, et puncto Ji ipsi 
utcunque accedente, semper permanens, et fiat alia (ii)y, quae sit ad 

ipsam {i)x ul y ii' t^T seu ut djr ad tte emntque semper (<!}*, 

{i)!f rectae ordinariae seu assiguabileS " ; und ff): „Licet autem quantita- 
Übus assigoabibbus id)y , (d)», {i)z, id)x etc. possimus esse conlenti, 
cum ita fWictum omAem caIcuU noätri percipiamus, nempe constructionem 
per quanütates assignabiles , patet tamen hinc fineendo saltem pro iÜis 
posse substitui inassignabileä dj:, dy per modum tictionis fff) etiam in casn 

*) „Hiatoria et «rigo caleuli düfereAUalis a G. G, Leiboitio coftBariyU." 
BeransgegebcD von Dr. Gerbtrdt. Hannover. 1S4Q. pag. 39 — 60. 

**) Da in dieser Abhandlaßg pag. 40 eine Schrin eines damaligen Bä* 
seier Hathefflatikers, ÜerinailD, erwihnt wird, die, wie man aus den „Actii 
Eniditonim" 1701. pag. 28 erfahrt, im Jahre 1700 erichienen ist, so ist 
ersichtlich, dass dieser Anfsm Ldbnizens nach dem Jabti 1700 eüiworfeo ist, 

*^ „HJstoria et origo etc." pag. 40. 

t) Ebendaselbst, pag. 49. 

tf) Oasdfaat, pig. 46. ' 

ttt) Eine Stelle, ttle Aese, muts HadaurlA im SlnUe gehabt hdbi^n, tit 
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qno eranescnnt, quü dy : dx rednci poteat semper ad (i)g : (d)z ntionein 
inter qaBiititates assiguahileg sine dabio reales." Hiermit also hatte Leib- 
niz eine Methode angegeben, wie die von ihm au^estellten Sitze bewiesen 
werden können, und man wird wohl, da dies die letzte bekannte Abhand- 
lung ist, die er über diesen Gegenstand verfasste, annehmen kfinnen, daas 
er diese Ansicht bis zu seinem Tode beibehallen habe. Sei es aber, dass 
die im Jahre )A95 in den Actis Eruditorum befindUche Stelle nicht bemeilt 
ward, oder sei es, dass sie, wie die erste Veröffentüchung Leibnizens im 
Jahre 1684, nicht verstanden ward, oder endlich sei es, dass die Theorie 
des Unendhchkleinen dem damaligen Zustande der Wissenschall mehr zu- 
sagte und zu fest gewurzelt war; genug die letztere behielt, insbesondere 
während der BlüUiezeit der Leibnizisch - Wolfischen Philosophie, die Ober- 
hand, und die Stimmen, die sich gegen sie geltend machten, verklangen, 
freilich wohl vorzflglich aus dem Grunde, weil lange Zeit Niemand etwas 
Besseres an ihre Stelle zu setzen Termochte; denn Leibnizens zweite 
Theorie der Substitution assignabler Grössen scheint sehr früh in gänzhcbe 
Vergessenheit gerathen zu sein*). 

Nachdem im Vorigen die Art und Weise, wie Leibniz zur Au&tellung 
seiner DiSerenzialrechnung gelangte , entwickelt ist , mögen nur einige Be- 
merkungen über den bekannten Streit mit Newton folg^. lieber deosd- 
ben ist bereits viel gesprochen und hinOber und herüber debatllrt worden, 
immer aber ist der eigentUche strittige Punkt, wie es scheint, noch nicht 
klar und präds genug berrorgehoben wm^n. Die einen fragen, wer der 
erste Erfinder der Differenziah^chnung , die anderen , wer der Entdecker 
der bfiheren Analysis sei, noch andere, wer zuerst den Algorithmus der 
höheren Analysis aufgestellt habe u. s. w. Dass, je nachdem der eme diese, 
der andere jene Frage berflcksichtigle, die Antworten verschieden ausfielen, 
kann nicht Terwundem. Wenn wir nun unter höherer Analysis die Methode 
verstehen, mittelst deren stetige Gesetze der Rechnung unterworfen wer- 
den, sie mögen auf dem Gebiete der Geometrie, z.B. an stelig gekrOmm- 



er LeibntE vorwarf, er habe seine Differeniiale Kr blosie Ficlionen erkllrl 
(i. $. 4). Du« er diese Abhiodlung gEkannt habe, ist wohl nicbt wahrscheinlicb. 
*} Eral aeuerdingi ist diese Hetbode roa Soell in seiner „Einleitung 
iD die Differential- und Integralrechnung inr fiegrandusg der Fundamenial- 
•itic der höberap Analyiii coosequent angewendet worden* 
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iai Lini«!' oder Curven tt. b.w.,. tider auf dem Gebiete d» Hechanik, z. B: 
bei der beachleiinigleii oder verißgerteii Geechwindiglieit u. b. w. auftreten, 
die Methode also, dereu' GrundpriDci)) der BtigrifT der Function und der 
Veiinderlicbkeit ist-, so mAssen w ohne Zweifel Newton zugestehen, dasB er 
früher als Leibnii eine Hetbode aufatelUe (denn die Abfassung seiner „ Me- 
tboduB fluxionum" fSUt in das Jahr 1671), welche, wenn auch nieht in allen 
FaUen. direct, so doch mittelst der unendlichen Ruhen bis in jedem belie- 
bigen Grade der Genauigkeit alle.Aufgaben der genanntaiArt Ifiste. Ebenaa 
aber ist ziuugeben, dass Leibniz eine andere Hetliode aufteilte, zwar s^- 
ter als Newton i aber eine Methode, welche die des letzteren in vielen Din- 
gen an Voilkammenheit fibertraf und endlich ganz TerdirSngte. Hierüber 
also kann ein Streit niobt obwalten, ebentow^iig darüber, data Newtok 
8Dwdd als Leibniz jeder fiir sein Verfahren ' einen eigenthümhchen Algo- 
rithmus eKanden. Denn dasB Leibniz den semigen nicht von Newton ent- 
lehnte, Bondem durch einen. gam naUi^emässen Gedankengang auf den- 
selben bingeleilet wurde, wird au» dem Obigen ersichtheh sein. Wh* mfie- 
sen also sagen: Sowohl die von Newton aufgest^Ule Fhiiions -, alB die von 
Leibnis wfundene Difierenzialrecbaung sind zur höheren AnalysiB zu rech-, 
nen, Ersterer Btellte sein Verfahren auf, das des letzteren aber war das 
veUkommnere. Eine weitere Frage ist aber offenbar die, ob. Leibniz, als 
der llrbeber der später entdeckten Methode, nicht durch das von Newton 
angegebene Verfahren in der Aufstellung der Fondamentaltätze gefS'pdert 
worden sei. IHese Frage ist ueiierdinga dahin entachiedeh worden*), „dass 
Leibniz ohne alle fremden Winke, ledigUch mit HOife seines neuen Algo- 
ritbmus die Fundamentalsatze der höheren Analysis (d. h. der DifTerenzial- 
rechnung) gefimden habe. " Als Beweis hierfür werden säine der obigen 
Darstellung zu Grunde gelegten Manuscripte angeführt; deren frühestes, in 
welchem offenbare Spuren der Differenzial- und Integralrechnung sich fin- 
den, vom 29. Octiriier 167ä, ist. Wir untersuchen zunSchat die MAglicb- 
k^t, ob Leibniz damals von Newton's Pluxlonsrechnang «twas wissen konnte.' 
Dass Newton seinem Lebrer Isaac Barrow seine Abhandlung: „De analysi per 
aequaliones numero terminorum infinitas" bereits im Jahre 1669 mitgetheilt **) 



*) Gerhardt: „Die Eatdeckung der höbereo. Analysi^l" lS55.pag.fta. 
*•) Brewster: »The lih- of Sir laue Newton." London. ISil. und 
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ud daia aucb CoUins bei L«ibiiizeiu Anwosanheit in LondMi im JabM 
1673 TOS newton's Methode Kenntoisi hatte, ist nicht lu beiweiftfai*). 
Wcdter aber geht BuiTon, indem er erzählt"*): -„De piue en 1673 New^ 
ton dans tine Lettre ^rite ä Coltins, lui euToie un eiemple de 8a Hälbode 
des Tangentes, eomme un Corollaire, dit-U, d'une Methode generale, 
fu'aucon« compUcation de Calcni n'arrHe, et qui s'itend non MUlement atit 
Courbee Gtometriquet , mais m^me aux Courbes Micaai^ues, et qui outre 
b Bohition compjetle de la questioii des Tatigentes, donne eocore oelle de 
phiaiears Problinea beaucoup plus difQcfles contme des Cenrburee dea 
Courbes, de leurg Aires, de leurs iMigueurs, de leura Centre de graTil^. 
„Tai", dit-ii, „Joint cette Hethode i une autre qni donne k resolution 
des Equations par des suites iofinies etc." On Toit bien, qie ces deui 
H^tfaodes Bont la Methode directe et inrerse dei Fluxlone, et cell« des 
Suites Indoies t«lles qu'dles sont dans ce Tralte fait en l671. Tsdiini' 
bans au mois de Mai 1675, Leibnitt An mots de lonin 1676 et Slutias 
ihs le 29 Janvier 1673 avaient reco des copiei de CMte Lettre, o'ttoit 
mtoie k J'occasion de la Methode des Tangentes de Slueiuä, que Newton 
V&TCHt icrit«, il I<»e beaucoup I'inveotion de Slusing, qui en effet btOÜ 
troBvb SB Methode avant que d'avoir vft celle de Newton, et ä Ymoit «ß- 
Tolee le 17 Janvier 1673 ft Oldembourg. " Eine Beweisstelle f^ dieM Be- 
bmptung wird nicht ai^riäfart. Immertrin d>er bleibt eS mSgllcb, dasd 
Tediirnhauft, der ja iaa /ahre 1675 in London war und dasellAt di« Be- 
Imutsdiaft von Wallis, Newton, CoBing, Oidenbarg macbte"**), »llerdiftg« 



„Conunereiuin epislolicum Joh, Colliiuii et aKarum de analyii protnola,. jusiu 
socictatis regiae in lucem edilum." LontHnj 1713. 

*) „Commercium episiolicum elc"; 1. Hewtonii Enumeralio linetrum 
tertii ordinis; sequilur illustratio ejusdem IractatDa auctöre Jacobo Slirliag." 
Firiiiia 1797. pag. 45 u. a. 0. 

**) Prißroe la .sdiner UäberMtMiDg TOa HettieD*« KifltHidu« fltiKloKtiBi 
pi^&V, Diese Vorrede, dwMoDtucIi In ■einer wHiitoir* 4M malhinfaUqudt" 
Tome H. pa«. 864, gewiss mit Scbonung eiae: „Pr^aea ir^ curiatise" DenitlT 
trigt den Charakter der Leidanssbaftlicbkeit und Gehtsaigbeit in hohem Grade 
an sich. Jedenfalls ist det Wertli, der in der angenthrten Stelle auf Ifewlon's 
TaDgenlenmethodfl gelegt wird, gerade einer der schwJicbiien Punkte seiner 
Hethode (fergl. $. 3.) , tibertrieben. 

•*•) Geibardtr DieEntd. d. hob. Anil. iSttS. pag. 68. 
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ttme TOD NtfWttB's Lehre Nrfiibren habe. Indem denelbe Bon im Sep- 
tember deaeellmi Jähret lS7ft sieh nadi Paris begab, wo er mit LeibniXi 
iaa et Bri^e roo OMenburg mitfanclite *) , eo berreundet wurde, daaa lie 
mamBten arbateten **), so ist bb romdesteits denkbar, deas Leibnu, wenn 
auch Dicht dinct von Newton oder ColUna, doch anf dem geoamiten W^c 
von der FliiKionaÜieoiie gebort habe. Sehen wir nun in, ob aicfa id Leith- 
mtens Mtniuoi^ttes ms dieser Zeat etwas 'findet ,- was darauf Uiuudetrten 
scheint, dtgg dem wirbiidi ao gemien sei. Eine solche Stelle scheint mw. 
aUerdiMgs in dem voit) lt. Norember 1675 .datirten Au&atie Leibmzem 
vonuliegen. Wie oben erwähnt wurde, nahm er ntanfich » als in einer 
arithmetiscbun Progression (erster OrdnuBg) wadiiend an. An dieicr 
ätefle***/ nun eHtUrt tr sieb hieräher s«: „a esse progressionis Aritb- 
iiielicae sigafficit motum (inter describendam) in axe AB esse umforradn. 
I>eecnptioiM6 aiitem, ^mo sappoimat ntotum diqaem esse naiforoMai, non 
sunt pfMiHtt in naatra poUitale. Neqne emm peaaumus producere motum 
unifonnea, nui CMatinue interniptuni. " Jeder, der diese Stelle unbefangen 
best, «H>d durch dieselbe gtai oswfflkbrüch an Newton'» oder Barmw'B 
Flttxioiismelbode erinnert. Die hier gegebene Erläuterung des gleichmässi- 
gen Wachsens der Abscisse, verbunden mit der in gar keinem Zusammen- 
hange mit dem Vorigen und dem Folgenden stehenden philosophischen Be- 
merkung über die Unmöglichkeit mes solchen Wachstbums, erregen fast 
die Vermutbung, als habe Leiboiz einmal eine Stütze für die Zulässigkeit 
seiner Varschiät, :r als i& einer aritlimelisclien Pn^ession wachsend an- 
aneehen« darin gefanden, dase in der Fluxionsrecbnung dasselbe ans an- 
deren Grflnden gethan werde, als habe er aber zugleich die Gründe, die 
die Fluxionsrechiiung hierfür anführt, verworfen und seine arithmetische 
Auffassung und Erklärung, derselben Regel als vorzuziehen hinsteUen wollen. 
Wir wissen nun ferner, dass Newton- im Jihre 1676 mit Leibniz mehrere Briefo 
wechselte, indem er ihm am 13. Juni dieses Jahres Hittheilwigen nuchtet), 



*} Gefenuir's Biograph»: Tb. 1. ptf. 16S. 
••) fierhanU: „Dia B«rid. i. Mb. Aul." 18». |Mg. 9% 
**•] fiuellMl. Beilag* 111. p»§. 101. 

■V) Bkiftw in der fir^bce pagi Wiü Miner Uebenstiang cnUbll, Niwton 
habe unter diesem Oatnm Iieibnii den binomischen Satt antgetbsilt. (ßi^ p( 
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wonuf Ldbaiz am 27. August 1676 antwsrtele*) , umI Newton' tlmlte 
dann LeibniE in eineiu Bride vom 24. October.1676**), der Leibiiiz mit- 
hin km vor oder schon uf der Reise über Londan, Arasterdam nach Han- 
nover antntf, das Princip - seiner Methode mit in den Worten : „ Data aequa- 
ttone quotcunque Buiiones (?) involvente, fluxiones invenire et Tic« T«rsa", 
deren Budistaben aber umgestellt waren, so dsss der Snn nur errathen 
werden l^nnle. Den einen dieser beiden Briefe menit ant^ oKnbar New- 
tMi, indem er in der Einleitung zu seiSer Optik enählt***): „In a letter 
written to Hr. Leibnitz in the Year 1676 and publiihed by Dr. Wallis, 
I mentioned a Hethod by which I had found some general Theorems about 
squariiig Curvilinear Figures , or comparing them with the Conic SecÜona, 
or other Üib simplest Figures with which thej' nay be compared. And 
some Years . ago 1 leat out a Hanuscnpt containiug auch Theorems, and 
having since met with some Thmgg copjed out of it , i hare on Ulis Oc- 
catioD (bä Gdegenhdt der Herausgabe seinfr Optik) made it pubüt^ pre-^ 
finng to it an Introdnction and snbjeyniog a SchoUnm csneenring tfaat 
Mfltböd. And 1 bme joined with it uiother small Tract ooncMning the 



wahrscheinlich auch der ThalbeiUnil, der BulToii's oben sasgesprocheiier Be- 
■chnldigang, Leibniz habe im Juni IßTß eioe Copie von Newloo's Brier an 
tiollins genommen, zu firunde liegt), (iuhrauer in seiner Biographie Th. I. 
pag. 175, leizt das Datom dieses Briefes, den er als eigentlich an Oldenburg 
gerichtet aogiebt, auT den 31. Juni 167S und neavt als Inhalt ebearalls den 
biaeniUcben Sati und seine (Newlon's) Rosnltate fibet die Seihen, jedocli 
ohne DeiDonsiralion. Der Brief vom 13. Juni I67S, dessen Newton in sei- 
nem Schreiben an Conti gedenkt (Gerhardt: Die Entd. d. hOli. Anal, 1855. 
pag. 02) ist wahrscheinlich der in Bede stehende, 

*) Guhrduer's Biographie. Th. 1. pag. 174, und Anmerkangen lum ersten 
Bache pag. 23. ' Aof pag, 398 ist wahrscheinlich durch einen Irrtbum der 34, 
August angegeben. 

**) 1. Newton;: „Principia philosopbise nataralis." Lib. 11. Sect. II. Scho- 
litun. Editio prima pag. 356. und Gabraner's Biographie, Th. 1. pag. 305. 

***) Oplicks , or i trealiae of the ' reOeiions, reftaclioDs, infleciioni and 
Golours of ligbt. Also two treatises of thetpeciea and magniiode of 'curvi- 
linear 6gares. Landon. 1704. Advertisaneftt. Dieses Werk erschien Obri- 
gens anonym, nur ualer den) Advertiaemeat ist danh' die Badifeufaea 1. R. 
Sc Verrasser asgedeatet. 
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CurnÜnear Pigiiceg ot the Second Kiud, which was bIm wrttten man; 
Vears ago, aud made known te som« Frienfls, wbo bave solioited the ma- 
kJDg it publick. I. N." Mao siebt, Newton bescbwert sieb darOber, dats 
an seiner Methode der Quadratur ein Plagiat b^angen sei, drückt siidi 
aber nkht bestimmt aus, ob von Leibniz, dem er sie 1676, oder von 
einigen Freunden, denen er sie einige Jahre vor 1704 mitgotbeUt habe; 
diese Uethode vbz aber, wie in $. 3. gezeigt worden ist, die, eine gesuchte 
Fliehe mit einer bekannten xa vergleichen. Nun ist bereits oben erwiluit 
worden, dass häbna ivar bereits am 22. November 1675 den Gedanken 
ausspricht, eine Curve mit HflHe einer anderen m quadriran. Allein er 
deutet es auch nur eben au: „Hoc enim serviet ad flguramm quadraturas 
eise inficem ducendas, sed esemplo opus, ut talia clarius intelUgantur. 
Est enim res subtilissimae intrieationls. " Am 26. Juni 1676 deutet er 
bereits das Entwerfen von Tardn an, ein Mittel, dessen sich Newton meh 
bediente, indem er eine TaJJei aller Curven, die sich mit HfilTe der Kegel- 
schnitte quadriren lassen, aufteilte und empfiehlt besonders den Kreis und 
die Hyperikel als H&lbcurven. Indem nun Newton angiebt, diese seine Me- 
thode habe er Leibniz in einem Briefe vom 13. Juni desselben Jahres, wenn 
auch nicht erklirt, so doch angedeutet (mentioned), so scheint es aUer* 
dings nicht unmfigllch, dass Leibniz hierdarch in einer Sache, die er ah 
eine „rei subtilissimae intrieationls" am 22. November des Jahres vorher 
verlassen bat,' soweit gefördert wurde, dass er auf den Gedanken gerieth, 
Tafeln zu entwerfen. Wahrscheinlich will uun Leibniz von -dieser Methode 
in dem Manuscripte vom Juli -1676, welches die Ueberscbrift: „Methodus 
tangentium inversa" trägt, ein Bdspiel geben; es ist die Lösung des 

Beaune'schen Problems , welches er auf die Aufeuchung des Integrals / — 
zurOckbringt, also auf die Quadratur der Hypeibel, die er am 26. Juni als 
HOIbcurre empfohlen bat. Hierin ist nun allerdings wenig Aebniichkeit mit 
Newton's Vexfohren lu «rkennoi. Um so meikwOrdiger aber ist eine Stelle 
in da- Abhandhing vom November 1676*). Daselbst nämÜch legt er sich, 
um seine Tangentenmethode mit der von de Sluze zu vergleichen, die Glei- 
chung vor: oj* + 6ya; + ea;' + /*« + S^ + A* = 0, setzt hierin a;+ Ar, 



*) Gerhirdt: Die Entd. d. bfh, Anal^iis. 1S66. Beilage IV.' pagt-UI, 
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9+ ig f^ * "id y n.B,v. In aner Anmerkung ab^ ^f\ er Untu: 
,iAltenitra ex hia itff ve) dy pro arbitrio «splieari polest, sdhibiU avqua- 
tione nova, %t sltenitra harum dx vel äy Biiblata et t eciUcet vel f alit«r 
per qaantitateB eqtlicanda. Verum non puto id eese, qiiia catalogus 
omnium curvarum qua^lrabilium prodire debet alterutram sn- 
m^o constantem. " Wenn man naii bedenkt, dass die vorgelegte 
Gleichung in der That die allgemeine Gleichung der Kegel- 
Bclinitte ist, so wird man sich hier kaum des Gedankens erwehren köD- 
neo , L^niz habe auf Newton's „ Catalogus curramm ad conicas sectidBes 
relatarum" hingedeutet. Die Möglichkeit wenigstens ist ynrbandän. Wenn 
vir nun ferner idasen*), dass Leibniz auf den am 24: October 1676 ge~ 
»chriebenen Brief Newton's am 21. Jnni 1677 antwortete, dass aber damit 
der Briefwechsel iwiecben bmden vt^tftndig aufhörte, also das 8cA(re9»en 
vom 84. October die letzte direcle HittheiiuDg Newton'» an Leibnü war, 
fnaia wir ferner bedenken, das» auch Oldenbui^, der bisher tau stets der 
Vemtittler beider gewesen war, im Jahr^ 14TT gtart»**), s» mass «ne 
StcUe in dem tetxten der frOher erwSbnten Haimscripte***) ' LeibnizenB, 
deaaen Entstehung wir aus den oben 3ngel&lu*ten Grflnden vor das Idn- 
16^, also vor das Ersctemen von Newtoi^s Princ. phil. nat. gesetzt ha- 
ben, aufMig sein. Daselbst heisat es namhcb: „Si jam ponuntw q>Me 
istae ds et dg infinite parvae, seu quando puncla cnrrae distantitm habere 
inteltiguntur quaTis data minorem, id est si <Pig. 35) istae iBtC, jDjCf) 
etc. considerentiir ut incremeata momentanea lineae 0f inter descen- 
dendum per AB continue crescenbu, tone patet etc." Man siebt, dase 
sich Leibniz hier einer offetdur der Pluiionsmetliode angebOrtgen Vorstel- 
lung, des „descendere lineae BC per AB" und des „continue crescere" 
(das Newton'scbe „Quere"), ja sogar eines Ausdrucks bedient, der nicht 



*) Oahraner'a Biographie. Tb.- 1. ptg, 177 n. S38. 

**) Gerhardt: „Bistoria <t origo calod) diffeientialto a, C. 6. Leibiutio 
coliscripli. pag. 27. 

***) Daselbst, pag. 83. und GerhardCi „EeuL d. bMu Analyni. 1855. 
Beilage VI. pag. 149. 

I) Id der letitge Bannten der beiden Schriften Gerbardl's, in denen die- 
ses Hannscript abgedruckt iat, steht, jedeBfalla durch eüt Vers«ben, tDiC, 
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alilein mit dem gaoi daiselbe bedeuteoden Ausdrucke NewtAa'a: „moneOr 
tum " die gröREte Aehnlichkeit bat. Modern d«r aogsr Yon demalbeu, wenn 
aucb aar an wenigen Stellen*), selbst angewendet worden ist. Weades 
nir uns nun von seinen HanuscrqiteB lu den Ton ihm aelbat rergfienlüch- 
tan iMifMitieo, so müssen wir tunichst gleiob den ersten erwähnen, in 
dem er seiQe DiSiarenzialmetbode bekannt machte. Auch hi«z**; nämlich 
heisBt es : ;, Demonstratio gmoium facilis erit in bis rebiu f ergato, et hoc 
umua luct«Dn> non satis expensum considerasU, ipsas dx, iy, dv, dw, 
ix, ut ipsarutn », g, e, w, x^ (ci^usque in sua seiie), differentiis aeu in- 
cremeotii üLomentaneis proportionales baberi posse." Wir begegnen 
also aacb bior einem Ausdrucke, dess» sich Newton feediente. DazH 
kouunt abor noch Folgendes: Kb ist bere^ oben darauf anfmericsam ge- 
macht worden, dus lieibniz in seinen Hanuscripten, wo er auf den Beweis 
leiner SfiUe etwa« eingeht, denidben als im Sinne der Methode des Ub- 
eodlicbklein^u «u tVwen andeutet, dass er aber in dieser Abhandlung, ohne 
sich auch OUT im HÜDdestan darübn* auaiusivedien, wanim^ dieselbe gänz- 
lich TflrUsst und, wie es Tast scheint, absicbtlicb sogar das Wort „ unendliGh 
klein" vernwidflt, deju in der ganzen langen Abhandhing &Hlet es sich 

nur an einer eimigea minder wichligea Stelle***}: „corvae puncta 

diatantiem infinits parram babeotia seu latus polygom iidnitangiiK, qa«d 
nobis curvae aeqoivalet." Unteraueben wir nun die hier g^ebene oder 
ugedeutete Begründung Beinn* Rechnung. Wie erwähnt wurde, findet sich 
dieselbe in den Wortent): »^am recta aliqua pro aititrio assumta voceitur 
4» et recta quae sit ad djf ut t> (die Ordiaate) ad VB (die Subtangente) 
vocetur i» SIT« differeutia ^eanua v." Das Princip, welches er hier als n 
Qruud« Uegend bezeichnet, ist also, au die Stelle der Differenzen, weHtt 
si# Tqrschwinden , endticbe GrAssen zu selten, deren äat, dat, beüebig ial, 
deren andere, i{y, d«rch die Pri^airlioo dgidiB = g:»^Umg. hntimna. 



*) Newtoa; „Priac. phtl. naL" Üb. U. 8ee(.ll. Lemmall. Edit. pphn. 
pig.261. vnd lein „TraqUtus in qa^iUtlura cimacuai." Pr<pul. Pr»U. I. 
Dtmonsiralio. Am letiigenanDiea Orte werden die „momeola" beieichnet durch 
„mcremenU inomciiUnea synchrona," 

*") „Acta Eruditorum.'- 1S34. pag. 460. 

***) DaielbiU pag.470. 

t) Daielbit, pag, 4(7. 
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wird. DasB Akt Leibniz mit i}en angegebenen Worten den angegebenen 
Sinn wfclidi vertinndea habe, bestfltigt er selbBt, indan er in der nach 
don Jahre 1700 Terfoasten Abhandlui^ (g. o.), wo er dieselbe Ansidit am- 
filhrlieber eri3atert, auf diese im Jahre 1S84 bekannt gemacht« Abhandlnng 
Terw«st*),. sowie er es bereits in dem zweiten gegen Pnenwenlüt gerich- 
teten Aufsätze gethan hatte*") (8.0.). Betrachten wir nun dieses Principe 
wdches so plötzUch und nnerwartet in Leibnizens erster Ver£fl<entlicbnng 
seiner Entdeckung als Nerr des Beweises auftritt, so kann es uns nicht 
entgriien , dass es ganz dasselbe ist , welches NeictoH seiner Flmionsrech- 
nnng zu Grunde gelegt hatte. Es ist oben beschrieben worden (s. $. S), 
dasa derselbe die Veränderlichen oder Ftuenten zunehmen Hess und an die 
Stelle der Incremente im Momente des Verscbwindens die Fhiiiou setzte. 
Ganz dasselbe tbnt hier LeÜHÜz, er setzt auGfa an die SieUe d^ Differen- 
zen, wenn sie sich annalliren, andere, endüche Grfisaen. Der einzige Uo- 
tertchied, der aber iiier kaum in Betradit kommen kann, ist der, dass 
Newton den substituirten WerÜien eine phoronomiscfae Bedeutung, die der 
Geschwindigkeit, beilegte, »ihrend Leibniz dies nieht that; dass Newton 
die incmneota momentanes von den Fluzionen durch die Schreibweise nn- 
tersdiied, indem er die einen durch ^0, yO, die anderen durch Jr, g be- 
zddmrte, wJUireod Leümiz da, dg Kr beides brauchte, and erst in seiner 
Irtzten nach 1700 verfassten Abhandhing***) die substHufaien GrSssen 
durch {i)x, {ä)jf beieicbnete. Nehmen wir noch hinzu Leibmiens offen- 
bares Schwanken in seiner Ansidit, wie er sich zuerst, in den Hanuscrip- 
tm, znr Theorie des Unendliehkleinen hinneigt, wie tr ans gdieininiBSVoI- 
len Granden ganz nnerwartet im J^e 1664 eine andere Methode zu 
Grunde 1^, um aie dieiiso schnril und aus ebenso geheimen IJrsadien, 
wie er sie angestellt, zu verlassen, und £e trübere Theorie des Unend- 
licUleineu auf den höchsten &ad der Au^ildung zu bringen, wie er diese 
im Jahre 1695 wieder verwirft und zu der im Jahre '16S4 veraffenlliditen 
Ansicht lurflckkehrt, berflduichtigen wir allea dieses, so worden vrir bei 
einer nnb^ngenen Beurtheilung uns wohl dahin entscheiden dürfen, dass 



*) „Hiiloris et origo elc." pag. 4S. 
**) „Acte Eraditoram". 1686. pag. 370. 
•••) „Hisloria et orig« «ic," pag. 19—60. 
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Mwobl du ftU^liGbkeil ala auch ringawisger Grad von WahrscbeöiliDhkejt 
Torbanden sei, Leibnii sei bei der Augbildung seiaer Methode durch dia 
Reuntaigg von Newton's Fliuiongrttcbnuiig , mochte er sie durch Tachirn-- 
bauB, aoa Newton'a ^sfen oder BonU wober, denn der Höglicbkeilen blei- 
Un ja Miaaerdem ' viele , kennen gelernt haben, imteraMtxt worden^ J« 
noch mehr; 6g iat bekannt, dasi Leibniiena erste VeHSOenÜichuDg 1684 
ia d«u Act. Erud. fast allgenwin unverstündlicb blieb; und in der That, dat 
kann nach dem Früheren nicht wanderbar ergcbeinen. Am Tergtind> 
liebsten aber war sie jedenßdls für die , welche Newton'a Fluxions- 
recbiuing kannten, denn sie fanden hier die „incrementa momentaiiea"t 
lie bnden flomer den ihnen bekannten Grundsati, an die Stelle yer-_ 
Bchwindeodar Grfiggeii andere zu subgtltuiren. Kaim es da Wander 
nehmen, wenn aie hier die Fluxiongreclmung nur mit rerlnderler Be^ 
leichnung wieder erblickten? Hatten sie volleodg die Utite Abhandlung*), 
in der id)ia, {i)g gebraucht werden, kemien gelernt,. so wOrden sie in 
ihrer Ansicht nur noch bestätigt worden sein. Man kaim ea daher der 
LondoBer Societfit nicht vu'argen, wenn sie bei der Herausgabe des Com- 
mercium epiatoliflum von der Meinung ausging, Fluiiong- und Differenüal- 
rechnung sei identisch.*'**) Wihrend nun schon die Frage, wie weit sich 
der Einflius der Kenntnias ven Newtoa's Methode bei Leibnii erstreck^ 
hidie, fllr jetot wenigstens unbeantwortet bleiben muas, und auch mit vfil- 
hger Genaui^eit wegen der Menge der vorliegenden Möglichkeiten nie ent- 
gchiedan werden wird, kann die Frage, in wie weit diese Kenntniss Leib- 
niz getiWert habe, mit Juristischer oder mathematischer Sicherheit auT ket- 
nei> FaU beantwartet wwden, denn dem schaifenden menschliiAen Geiste) 
begoBden wenn er sich bereits auf dem Wege zu einer Entdeckung h<fin- 
det, genOgt ja olt ein Wort, eine leise Andeutung, um lu den wichtigsten 
ReauUalen geführt zu werden. Man wird daher nur dag mit völliger 
Sicherheit auasprecben kfiunen, und jeder Unbefangene wird es anerken- 
nen, dasa Leibniz seinen Algorithmus, auf den ja damals 
Alles ankam, durchaus selbstständig und unabhängig er- 
fand und der höheren Analysis so die Gestalt Terlieb, die 



*) „Histotia et origo elc." pag. SS — &(>• 
**) Guhrauer'a Biographie. Tbi 1. pag, iU, 

Wiitttnitr», PrtKO, t. Mk. int 
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tie kBfikigte, I» Gro6B«fl in l«UI«n, wi« wtr •■ iH Limfe 
fon aadei'thalb Jahrhunderten gesehea hakea. 

JedMßlla ab«r beging L«ibiBS einea tüdit tu «itacfatiM^endM FA- 
lir , dasa er seine Methode , auf deren &fliidaiig die gaase danal^ Seit 
hndrMgU, deren Kneipien bereita Torbinden mran md ider mr die Form 
IkhlU, tun das, was iedemiBiiB ahnte und Ahke, rar VäubA m brfngea, 
«A [aage geheim hielt, ffltte er nnr seine Emdeekniig, vri« Netrton es 
dut, einigM Fretindefl mitgeUteilt, um ^h nsehber auf üe bentfen sa 
kftttnen ! AÜM-dings irissen wir, dass Bufgem nnd Tschlndufis von ««ner 
Theorie wossted, in wie weit, ist dier wohl niebt ausgemM^t. Wem aicfi 
abe^ Leihftiz TonrurfsvoB dtdün ausspricht*): „in eo autam lieeer« W 
(die AnhSdgfer Newton's) caDide qood litem movere disttilenmt, dotwc ohia« 
bai^im trram eonscfi, Hugoiiae, Wailisius, Tschinihaiuius, aSiqoe, quo- 
nun teetimomo refiilli potnissent " , so lunn ncfa die* aar mit HUTgeot 
bteleben, der bereite Ifl9S starb. Wallis i^te bis 1703, Tsctämbaiu bis 
1799. Beide eriebten also den Anfang dos Streites , dA- 1099 dorcfa Patio 
de Dhiffier begonnen ward"*}, und zwar in einer Gestalt, dass rieb Leilmii 
OiimAgKch Veriiditeo konnte, £e Sache werde sehr ernst werden imd woU 
nicht Nd btdd ihr Ende erreichea. Gleichwohl berief er öeb aaf das Zeng- 
ftbs seHler Freunde, wodnrch mii einem Hde dlea wettrtea Zwisllgkata 
ein Ende gemadtt worden wäre, nicht Allem aber bfiU« tf auf das 
^h^-ste Toriwngen können, wenn er 1684 seine Theorie wenigsfau *eä- 
Btlttdig, ohne aQen Rdekhalt; ohne ifieselbe in den Scldeler des GtAam* 
nisftes honen n wirflen, nütgetfaeät und aufgestellt httte. Indem nun Läb^ 
die von «Dem dieson, was seine Ehre Tor jedem Zwe^H gesichirt hUe^ 
tdctats thst und St gewUmlicliBlen und am Nächsten liegendea VwsBeMs> 
niassregeln verabsäumte, benahm er der Aussen > und inritesonden äa 
KM^welt, die nur nach lliateschea urtheilen kann nnd darf, diA Mitfieh 
keH, lieh Gewissbeit tu Terscfaaflto; wenn ah tUb abo gnrrt hat, lo BBt ' 
a^ rie nur dn Tbeil der Schuld. , 



*) „Blitofia et origo elc." plg, 1. 

**) eabraaer's Biographie. Tb. 1, pag, SOS. 
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Die DifferftnzJalrdiihaung am £nde de» IT» Jahr- 
faaft4«rt« Bki di« K«r(i(>ttHi'8che Retbfli 

Es iBt bereits im wrigen $. erwähnt worden, dasa die Theorie des 
Unendlichkleinen flineBttaeils ald den dandls {(eUuSgeti Vatttellungeu am 
jticksteQ Bt^endt mdernthaUs von der Leibaiiiaclien Philosopfais gesc^tUi^ 
und diese wiedemm stiUiend, Haler den Hathematikem des riWlJiji^) 
sieh sehr rasch Terbreitete. £s wird nicht ohne iDteresse sein, zu erfah- 
ren, auf Wehihem Stdtadpuakte siä sieb bereits iehit htr6 tiacb ifirer itt- 
findung befand. Dm dies tu zeigen, mag es hinreichen, dantiateOea, auf 
welche Weise einer der Hauptrepräsentanten der damahgen Zeit, jobann 
Bernoulli, den Beweis eiuigtr Sätze fOhrte ; und zwar wihlen wir als enlw 
Beispiel die Art und Weise; wie derselbe zu der nacfalwnannteo Bemonlli'- 
Bchen Reibe*) Reihe gelangte. Im Jahre 1694**) stellte derselbe iiSmlicb 
folgende ofifcnbar richtige Idebtitättgieictuuig Jiuf: 

,to„fc+(.J,-a(»)-(^.^»-^.g).+ 

\i.s.8'3i> n7ii?/~-T 

Hier, etwas anders gescbmben: 

*) VergL ^nell: „KiDleilong in die Differential- und Integralrechnipg.'* 
TheJia. pag. 309. 

••) „i«u tMhonux'' 1M<. 
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Wv kAimen also unMre Gldcbung bo schreiben: 

Wird am li^daseUa iotegrät, was BerooidV ««f derilinlHS Seite dnrdi 

VonMten TOD «MX. andeutet, so ei^ebt sich: 

fi» ist leicht, diese ursprfingliche Gestalt der BernouUTsdien Reihe auf die 
jetzt g(d>raucb)>che Form lu bringen. Wie erwähnt, bedealet omn.ydx 

nichts ^dere; als /sdx. Nehmen wir nun, da g, mithin auch iyds 



h /yd* 



als Function von x vorausgesetzt wird, an, es sei iyda! = f{*) minus 

einer beSeblgen Constanten C, folglich y » -i- — : , so ist ofTeubar unsere 
Gleichung identisch mit di^er: 

I(X) t--!- j^ 12* dx^ ■'"l.a.3' (to> 
Die rechte; Seile dies^ Gleichung annnUirt sich nun fllc f = 0; dasselbe 
muss ^uiA mit der Unken der Fall sein, es muss also, da für x = 0, 
i(ai) in AQ) fibergebt, C^/(Q) sön. Wr Unnen also unserem Resul- 
tate die Form geben: 

unter welcher Form die BemouUi'sche Reibe j«tzt dargasteflt zu.vrerden 
pflegt. Die Untersuchung der Convet^enz lässt BernouUi ausser Acht. Es 
mag nun noch gesagt werden, wie derselbe Satz tchi Raphson mit HtUi^ 
der Fluxiohsrechnung dargestellt ward*). Derselbe sucht nSmlich die 
Fluente Ton gx in ebie nach Potenzen von x fortschreitende Reihe zu ver- 
wandeln. Zu diesem Zwecke schliesst' er folgendermaassen : . (lleseUt die 
gesuchte) Fhiente wäre Äx^i/^, so mQsste umgekehrt die fluzipn '$h fletcli 
sein der Fhi^ion As^g', d.h. es müsste die Gleichung gelten: 

. jpj «= imaf^ls'x + ^iii!"y^' j. o) 
In dieser Gleichung sind aber drei Unbekannte, A, », n, die ^us ihr 



*) Bsphion: „Historia fluiQimm,'^ (i9nd«i|> 1744*. ('PtU. 

Digilizedby Google 



— W7 — 

allein, nic^t tpestimmt #en)ea kflDDAiL Wir D^nmi daher -aoch «oe zweite 
Gküchuag willkürlich hinzu und stellen di» Bedingung, daes das erste Glied 
dei' redite* Seite der linken gleich sein soll, diiss also die Gleichung gelte : 

yi == wCma;""' .g'.x.- 
Dies ist offenbar nur tnfiglich , wenn ' 

^ = 1, m = l, «=sl ■ / 

ist. Werden diese Werthe in a) eingesetzt, so erbalten wir: 

und folglich, wenn vir di^ Fluänte' jed^ Gliedes durch Vorsetien von fl. 
beieicbnen: fl.yx = fl.yx+fl.ay 

oder, da ft.gx=iay ist: fi.gi=^tBy+fi-73. ßl ~ ' - 

Dies Alles ergab sich unter der Voraossetzung,. dass As^s'^t P^ Tena&gp 
der Werthe A = m = m = 1 , dass xy die gesuchte Pluenlo sei. Da nun 
unter lÜeser Änhahme etwas Falsches ,' nämlich die Gleichung ß) heraus- 
kommt, so folgt, dass die gesuchte Fhente um das GUed/T.sy, lU'^QW 
angenommen worden ist. ' Ee ist alsti dieäelbe offenbar =xy — fi.xy. 
Selzt man nun wieder: fl.!eg = Bxf .$*, 

so muss daraus gefolgert werden: 

SIelIep wir wieder die Bedingung, dass 

sein soll, so folgt, wie Raphson sdüiesst: > .•■■.. 

Also*) ist nach y): aiy = *s+— -g'.y, ' . ■. : .■ ..i 

woraus folgen würde : fl. jt j •= -j— o - 9 + y-s 9,- 

Diese Gleichung ist aber abermals Ealsch, es ist also die Annahme, dass 
fi.xy^BxPyi nad B = ^, p=2, j=l, d-b. dass' /I.ijf =— y srä, 

unrichtig und zwar beträgt der Fehler /T.-p^.y-. Mithin iBt'/f.aiyÄ^i'^ 

«?' - j ■ : ■ 'k 

— /r. Y~äS- Indem nun das erste Glied der gesuchten Reihe xy — fl.sy 



*) Vi Vt y beieicbnen die erste, lw^i^, dritte F)i|fi9iii9i4jf.,,.,,. ^. , 
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Wird nun: fl.^^y^Off' 

■ngenommeD, so folgt hienus: 

Wenn wir i«ui -^'i i^ Crt-'iifi . , 

^MMVHtsai, vorans sich ergiebl; 

C= I g g . r»8. • = !, »s^ I, 

Da dieB abenub blacb jj)t, fo f^^t, : dw« ;7. I^y lücbt = — ^ ^ 

»ein könne, gondem = t— g— kjf^ /?-j— g— ^-.y «ein müsse; es e'rgiebt 
»ich also nach /): 

/i. i».f= T • » -r?» * r:f:^*-''T7o ■ »■ 

)iMrd auf diese Weise die.AecIinuQK llis int Unendlicba fiirtgf)fkft|t, w 4p- 
o^bt sich die GleichiuK: 

y$)-ttaiselil fnw hier das ,f lueiit^jeicljeii /!■ iqit d^ IJUegralwchej} /, 
.llie Fluflpnw» j, j(, ,.- pit den i)iffereiiifiajßw 4p!. tf»ff, ■■- ijwi tedsoto, 

4^ * = 1 war» algp -?■ statt j, -r- statt y u. s. w. ge^et^t werhn lyinn, 
so eitennt man, dass dies die Bernoulli'sche Reihe in der von BemouUi 
anlJBesteUteu Form ist. Was aas dem immer voritandenen Fehler werde, 
•ttersuAt nub Baphson nii^. 
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Ai» Kwoitiea Beüpiel in«g folgßodes atme». E^ ist bereit». ervAf)t 
worden, dass der HoIliDder Nieuweatiijt in seiner gf^eo J^bm gfiric^IcUp 
Abhandlung im Jabre 1695 auph fieraoulU mit vigegriffen habe; und zwar 
werf er ihm Tor, er habe sich bei der Lfisung des Beaune'schen Problems 
geirrt. Hiergegen nun vertheidigt sich BemouHi dadurch, dass er seine 
Lfeuag dw mathematischen Puhüeum vm BeiirAeiluDg voTlctft*) voi *a- 
^cb dem Ao^raffr rßfiuwentiit selbst einen Fehler i)a«hffieiilt> ßlt Aad- 
g«b« nAnbbch. um die ea lieh handelt, und deren Lfisung bürats waLeäi- 
niz im Juli 1676 und in den Act. Enid. JQ^l wenigBtWP in AUguneiDan 
angegeben worden war, ist folgende: Diejenige Curve zu finden, in wel- 
cher die Ordinate sieb zur SuMangente verhält, wie eine gegebene Con- 
staute zu dem StDcke der Ordinate, welches zwisf^en der fraglichen Curve 
und einer die AbBcissenachse im Coordinatenanfangspunct unter einem AVin'- 
kel von 45" schneidenden Geraden eingeschlossen ist. Bezeichnen wir die 
gegeli^ne Constanle durdi r, cte Ordüute dw frogithea Curve durch MP 
(Fig. 36), die. Ordmate dar Gcradeo, welobe alto dia CoordiniileilsdtsAi 
nnter oiann halben rechten Winkel i c faiti de t, durch MP', die Biä)tsngeBte 
Airch MT, so 8^ sich also verha^Di ■ 

MP:MTi=r:MP^MF. 
BeraouUi Uist nus die Au^fabe Mgeodennaataen '. Die OrdinatA itf WHde 
durdi jr, die Ahseisse OM durch x bazncbnet, so ist. da ^ P'0M**4)i* 
ist, iilbnbM- MF s> Oif m r, ferner ist der Ausdnidt fllr die SebUmgente : 
MT = y r-- Mithin lautet die die charakteristische Eigenschalt der ver- 
langten .Curve darstellende Propqrtiqn : 





>--!%-'-'-* 


oitt; 


, dl 


worau» folgt: 


•ir 



pder : xdy =: yrfy — rdx. 

I<an haeiGhDee.i];!^ geoniettfsob nichts Anderes i4e ein 'uaMiSiiih tl^i^ 

Rechtedt QPSR, und alle solche jtechtecke bilden die dreieckartige Fl)iche 



f^ ^Mfi |^i)i^if«.t.)^fL mr7ß. 
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OQP. Es folgt also BUB unserer Gleidtung durch Integration, die Bemoulli 
■Dch bier durcb Vorsetzung von „omnia" andeutet! 

omnia sdy:= omnia yiy — omnia rdx 

V* 

oder: ' omni'« xdi/ = -^ — ra + Conilan». 

Die Constante beetimmt sieh nun daraus, dass omnia. xdy die FUcheOQP 

bedeutet, die also fOr « » und y = sich anouKirai musB. Aus dieser 

Bedingung ergiebt sich nun, dass auch die Constante s=0 »em mnu. 

Wir luben idso die Gleidiung: 

-',■■•.. . ^ »' 

omnia xag = ^ — rx. 

Nun sucht Bemoulli den Werth von omnia xdy tnocb auf eine zweite Art 

zu ermitteln, und erreicht dies auf folgende Webe. Man constniire finks 

von der bisherigen Ordiaatenachse , indem man die Linie QU durch s be- 

nicbnet, die Gurre, deren Gleichung ist: sssme ' , die also, da fnry = 0, 

K — m wird, die frObera Äbacissenadise in der Entfernung OÄ=m Unka 

.«0m Coordinatcnanfanggpunltt achneidet. Man überzeugt aich leidit, dass 

diese Gurre die Eigenschaft hat, dass jhre Suhtangente Ol conttaBt ist, 

und zwar ist ihre Lange, wenn, man blesa .den absoluten Werth berück- 

.si^ihl^ Hr.. Nun werde auf dieser liidis von OY liegenden Curve ein 

BOtche^ St4ck ÄÜ gesucht, dass ÜFz=OM=s, also M'F = s--m ist, 

:Wenn AI die Tangente im Schnittpunkte A, aättmOI seuen absolulen 

Wertbe nach == r igt. Es veiiiält sich nun in den Dreiecken AßFF und ÄOI 

AM'.MF=AO:OI. 

d.h. da nach dem Vorigen AO = m, OM' =: Q0 = % ist: 

»I — x:st— jr — »;,r, 

woraus fo^: rm— ra; = mj — ms. 

Wird diese Gleichung mit dem Differenzial ig multiplicirl , so lautet ^ : - 

rmdy — rxdy = mydjf — iwik's'. 

fol^ch : xdg = ydg — rdg + - dj- 

-t X -^ . rfs 1-^,1 

Kon war «««e "■ , tdso — = e •■ ; mithin ^"~7* .'"■"* ~ 

. — . dy, folgbch: dif = — ^.d*. 

Wird dieser WerÜi von dy in das letzte GKed ^ rechten Sehe der letz- 
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üa CMdnu^ iBr «ly tiagtaatit, so lütet diawlba: 

xdy = ydy~TSy .i%; 

durch Integration folgt hieraus : 

(mniaxiy=^ rjr .«+C«»«. 

Nieuwntik halle nun bei der ron ihm gegehenen Lösung, dieies Problen» 
hier Ifeme Coi|B(fiDte {üiuugesfltxt, und mit Recht nirft ihm Bernoulli dies 
als einen Fehler vor. Denn hier ist die Constynte nicht v 0, Es muss 
nämlich, da omnia xdy die FlAche OQP bedeutet, die rechte Seite dieser 
Gleichung , wie oben erwähnt wurde , für x = 9 und y ^ sich annulli- 
ren, indem dies mit der Unken der Fall ist. Nun folgt, wie oben gezeigt 

_*- ■ 
wurde, dass, wenn y^ ist, z — nie '' den Werifa m annimmt. Wir 

eriialten daher zur Bestimmung der Coostanten die Gleichuiig : 

= — r* + C*iMl.. 
miliün : CoMf . = r*. 

Wir haben also fOr die FlAcbe OQP die zweite Gleichung:. 

»' r* ■ . ' 

«nnifl jrfjf = ?^ ~ Tjf — — « + r'. 

Durch Ver^eichnng dieses Wertbes von «wuua xdg mit dem oben gehin- 
denen, ei^bt sich die Gleichung: 

„der: i =!±£ll>. 

« ' r 

— 2- 

Da aber s=aM '' war, kfinnen wir dieselbe schreiben: 

^ :■- r . 

und also , wenn durch I der natArUdM Logwitfame boeietaiMt wird : : 

und dies ist die Gleichung der gesuchten Curve. Man kann sich ron der 
Richtigkeit dieser von BemouUi gegebenen Lösung leicht auf andere Weise 
aberzeugen. Da eich die Ordinate zur Subtangente verhalten soll, wie eme 
Constaate r zur JMOerens zwisdiea der Ordinate der Gurve und der die 
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Coordinaten unter einem 'WWo radlteu Wnkd irtn^iiliinilfti fiiifl<in kin 

ben wir also, wie oben sdion benierlit wurde, die Proportion: 
dl 

woraus folgt: • — xmr^.- 

dg 

\Hi nim in diescp Diffemnialgletctiui^ die TarM)deH nkftt gotremt vrerdes 

können, fOhren wir eine neue TerSnderiiche^, Indem irir y — 9^^%. 

also at = jp — % setzen. Daim lautet (Ue deit^ung: 






oder: ifjr = — . 

i_i 

r 
Integrirt man beiderseits, so erhält man: 

oder, Tennöge des Wertbes von x'^y — s: 

Da nun fOr = aucb7 = sein tnuss, so erbiüt jnan zyr Bestimmniig 
der Constanten C die GleicbuD^ 0=(7, mithin igt: 

■— m ■ 

odw: a = r.//--- ], 

also dieselbe Gleichung, die BemoulU erhalten bat. 

In demselben Jahre 1696 erschien AhrigeuB das erste Handbuch 
der InfilutniindrMfani*]g, gf«t«tit Mf dis T|litioiiq 4w ywod^fibMemw 
Ton einem der beröhmtesten de^ damaligen Mathematiker, dem Marquis 
de THospital (oder de l'Hlpital) tmtpr dem fitel:. „Analyse des infine- 
swnt |iet4tB pp);r l'intelligence des Ji^nes courbes." 1696, ii) welct(er die 
PiD«reanalrechnang in ihrer Anwendung auJ* GeoQjetrie bereit^ pemlic]! ip 
dapifdbeo UmßinfQ dargestellt wird, wie wir sk ufich beut« kernen. 
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f 1«. 

Die TttQorie NieiiwentiU's. 

In ' deffiseltren Jahre, in welchem der Blander Nienwentiit' Le3)Tii< 
KM Oill^vndaB-edinniig in den Aclis Eniditonim angriff (b. %. 8) , -ersctden 
ten ihm s^ist dn Buch*), b welchem er die Prohleme der ISagenten, 
Qindlvtur, Ihiiina nnd Hinima auf seine Weise Ifiste und xv/ar durdi eine 
seineir Mebung nach TöUig klare Methode. Iiidem er nnn der erste war, 
der ge^n die Differensah-ecbining auftrat, dürfte es wohl der Mfihe werth 
edn, M untersuchen, was er an die Strile derselben setzte. ZunSchst 
macht er darsur anftnerksam, dass der Begriff des önendliefagrossen oder 
UwBAinWfÜieH vqni uiftHflcUiQbeD GtisU »ebt g^tat werdan kAane; 
nur aus den Eigenschaften derselben liessen sich einige Satze ableiten, 
worunter sich besonders die Definition des „Nichts" („nihil"), welches 
flfieomaliit als ideaÜBcfa mit „Null" aoiriniiat, beindtt Br di^nlrt nm 
du „■tihä'^ Bo: Jele GrAsse der Art, dsM sie a»ch mit' «iur no^ g(l 
groauB 2^ („nuoMr» ininte augno") inultiplieirt, kehie Zahl g^e, nicM 
ämnaleiw solohe, de jeAm heliebigen Grad der KleinlKit btaitK«^ sd 
fb ^.oil^l''. uitnsf^ien. Es levcbtet eia,' dass dieae Dcftnition (ücbt in 
allen FSllen stichhaltig ist. Es würde sich «. B. nach ihr nicht eritlaren 

lassen, wie der Ausdruck cos. x . fang- m tür m = 



auch {dige;sel)en Ton.dies^ JHaf^ bebt Nieuwqftt äe^mt, dld au^stellle 
D^n^UoB ifles „nihil" durch das zweite seiner Aw«i»« ■aif. .wel<;hB8 dahin 
lautet, jede Größse li<Snne durch unausgesetzte Divifiou »i eiOfm .lUifail" 
reducirt, hingefseq «uch jede C^s^ durch ^iqe jn das Unendliche ^bends 
MldtJpUcatJon Aber das „nihil" erhohen werden» I^atzteres nun ^teltt offene 
bar 91U der P«finition desselben im Widerspruch. AJlem Nieuwentiit spricht 
sich }ii&ri^)er folgenderaia^SSefi aus: Zuerft fiUtrt er für eine UBendlit^ 



*) Bemharili Nituwenliitii; „Aoalysis iBAaitorum seu curviltneorum pro 
priatatM « fAygtmriM» patliN'lMwUM." AatABlwdml WM« 
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grosse GrAsse die Beteicbnuiigein: „jHotKädi infinila", uod gebraucht durch- 
gSngtg den Buchstaben m für eine solcfae ; fSr eine unendlich kleine Grösse 
bedient er sich des Ausdrucks: „piantkM$ infiniietima'\ Dies vorausge- 
scbidiL erklärt er eich buu dahin, nur der unendlichste .Tbe^ eio^ ,i quan- 
titas in^tesima" sei das „nihil", indem er hiermit sein sweitea Axiom 
von emen Widerspruche belreien nill. Es bedarf keines Beweis^, dasi 
diese seine ErklSniog ebenfalls gSmhch unklar ist. Sie ist fuch hier nur 
angelQhrt worden, weil er aus ihr mehrere andere Sitie ableitet, die von 
Wichti^eit sind. Indem nämlich m eine uneadlich grosse Zahl, „quanti- 
tas iofioita" vorstellt (Zahl und Grösse unterscheide! Nieuwentiit nirgendfi), 
80 ergebt sich ihm als Sjmibol fUr eine „ quantitas infinilesima das Zeichen 
^, vrorin h ii^end eine endliche, sonst aber g«iz hriiekige Zahl bedeutet 



Nieuwentiit für etwas von nihil Verschiedenes , wed sie aüt der n 
groBBen Zahl m multiplicirt etwas EndMcbes, nämlich i gebe (vnn des* De> 
fisition des „ nihil " widerspricht) ; er räumt daher eiBsr solched aoeh in 
der Geometrie eine Bedeutung rän. Dagegen folgert er, das» du PEoduct 
zweier quantitates infinitesimae , dtfen eine durch — , die andere durch • — 
voi^estellt wird, dass also — j ein „nihil" sei, weil es mit da* unendlidi 

grossen Zahl m multiplicirt, — , also eine quantitas infinitesiina und nicht 

be 
eine endUche Zahl hervorbringe, dass also eine durch einen Ausdruck — ^ 

dargestellte Grösse eine Bedeutung in der Geometrie nicht habe. Dies 
reicht hin, emmal am die Rechnungen Nieuwentiit's zu verstehen, andern- 
theils auch ein Urthdl fiber seine Methode tu gewümen. Seine Hauptab- 
sicht hei der Aufstellung seines Algorithmus, wenn mau so sagen darf, 
war, die Differenziale höherer Ordnungen, fiber die er sich an der oben 
erwähnten Stelle der Act. Erud. gegen Leibniz ausgesprochen hatte, ^ 
vermeiden. ADeio man vrird emem von Leibniz erwähnten*) Baseler Ma- 
thematiker Namens Hermann beistimmen, wenn derselbe sich dahin aus- 
spricht, dass Nieuwentiit dieselben nm- „nouiine", nicht „re" vennieded 

*) uHiibKi* rt «rigo ealcali diffanMialifc " . fa^d M iL itk . , 
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bäte*); und nird kicU bemerken', dus hier £e ToUfttindlKe Theorie deis 
Uoendlicidaiiwii , nw unter anderer Geat^,' wiedarkelut. 

Hit Hälfe dieaer seiner Tbewie wendet sich nun NieuwealUt zu den 
Jüäg/ü)m !der Geometrie. Er bewciet zuerst, dasi die Sehne eines un- 
endlich kleinen Bogens auch unendlich klein sei, ja er sucht streng ma- 
theoialiscb mcbauwelsen , dass jede Gurre als ein Polygon von unendlich 
kleinen Seite« «ngeseben werden kfinne. Zu dem Zwecke verfBbrt er so': 
£8 M) CFig>37) OFiMx ein Stück einer Gurre, OQ^ sei die Tangente ih 
0, TOn Mt verde nach einem beUeblgen Funkte Q^ dieser Tangente die 
ifjOi und von einem andern Punkte Mf eine Gerade M^Qt |j M^Q2 gezo- 
gen. Wird nun die Sehne OP, bis nach Ni Teriängert und OJVj = OJV, 
gemacht, s» Übst sich zeigen, dasa wenn der Bogen OPi und folf^di 
audi die Sehne OP^ und das Stnck iVi(?i unendlich klein wird, die Diflle*- 
renz zwischen OP, und OQt verschwinde. Denn, ßhrt NieuwentÜt fort, 
bezeichnen wir die quantitas infinitesima A'iQj durch — , die Sehne OP« 



stehende Proportion: OQ^ : OJV, = Oft :OPt, 

die sich, da ONi = ONi war, auch luoformlren Usst in: 

OOi : OiVi = Oft ; OP,, 
oder in: Opi — OJV, : OJVj = Offi — OP, :0P„ . 

d. h. NiQt : ONt = OQ^ — OP, : OP, 

auch scbreikm: - : Off» = Oft —OP^ : -; 

folglich wird die DilTerenz : 00,— OPt — ^^ . -j. 

Da nun — ^ ein „nihil" ist, so folgt, dass attch die Differenz OQ^ — OPt 
verschwindet. Indem aber zugleich die Differenz zwischen dem Bogen OP^ 



*) Leibsti Mrl flaMH}it fori: „In eo tarnen landandus oiniiiDO est, 
qnod deiident c^cu^um iDfiaitwimalen uBoiri demooslratiooibua, ut «rupulia 
satisfiat etc." Wie sehr ihn Oberhaupt der AngrilT HienweDliil's interessirta, 
ist im dem neuerdings voa Gerhardt in seioem Werke: „ Leibe iie es ipathe- 
mlitthe Sdtrirtra', herinsgegeben vod Dr. Gerhardt." Halle 1856. verOffent* 
ÜehteB Briefntdiel' mit Iteob nad Jvhaidr Semonlli, deoüich eraichtfich. ' 
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UKd der QehD6 OP^ B^ndndet. felgt, itm «ocb Ah* IIntaMtI»«d' üf Tm- 
gente OQ, und de» Bogtuis 0P| aiok anntiliirt. Eb JcM» riie , »ettlMfeA 
Nieuwfloüit, für ain v«rsffa«iiidt8d kleiiMi BognutOck oa StOckt^etl OQ, die 
Tangaute oder die Sefaoe gnetzt, ailMai di« Curva all Pi^^ eH(;8M^0ii 
werdeiL 

Bevor wir zu mutt Tanftiiteiimflüiode . tbergdieii ,- iMMs em mA 
ein Satt erwähnt werden, den Niemranlüt «ubUllM, dtM ftHriicb itl «ber 
tuf reducirten GieiclninK, in «eloher einig« GliediM- iwkoiiinua, ftfl die 
twendiich growe Zahl m als Factor hedtten, alle At{gM Glieder Mffiacb- 
lfi»Bigt werden ItOnnsti. Es «i z. B. g«g»be»: . ' 

so, fo^rt NieawBBliit, Irälnen wir lis AorA m> diflditCRf iNdiH^ ridh 
orgiabt: 

oder, da aSe Glieder, die «' im Nenner haben, ein „iühlr" äiAd, Tolgt 

•Uo, dUd «„^i-+J- — 9 

m m m 

folglich: y* — ic* + r i= 0. 

Dieter Satz lägst Blch aber anch noch anders aiKsprecheh. 'Wif kfinnäi 
nämlich die gegebene Gleichuttg «y'+ftf — iifcr*+jwB+nii=0 auch schrei- 
ben: y*+^ — i'-h— +r = 0. Da nun y*—»'+r = i8t,die anderen 

Glieder^, ^ aber quaaÜUte» iafinileuikae sind, so könam wir sigW: 
In jeder endliche und uneddlictl kleine Grössen enthaltenden auf Null redu- 
cirten Gleichung können erttere vernachlässigt werden. In dieser Fassung 
wird nun das Theoretn im Folgeaden stets angeweedat. 

Nach Aufstellung dieser und ähnlicher Sätze geht Nieuwentiil auf 
das Tangentenproblem Aber. Er löst dasselbe entweder durch Bestim- 
mung der Subtangente oder mit Hülfe einer anderen Curve. Was dbd 
die erste Methode, die BestimmuDg der SubtangoiKe aolangl, sb fOhrt er 
dieaelbe so ans. Er nimmt atrf d«r Abscisse ein unendGch kleines Siaek — 
an, so wird die Differenz der Ordinate ebenfalls ein unendlieh kleines 
Sfück sein, und da jede Curve als Polygui betrachtet wird,, w» Unt mih 
dies« DiBbcau der OrdUnle au d«r AtasauH bkkt barekhiitB. fittm ■!•• 
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nen wir die frtgjicbe Subtangoite- i, die ebenfalls fragliche Differenz dir 

Ordin^t^ % , so verhält sich : 



^s ist also die nnendUch kleine Ordinatendifferenz: s= — ; und Ale» gilt 
.filr jad« Carrei Um s.B. die Subtaogeate der Ellit>se zu finden, verfährt 
MeuweilÜit ao: Die Gleichung derselben sei: 

Wird nun für f eiaga»etzt: x~\ — , fotgücb y+ — fQi' y. eine Operation, 
die Nicuventüt mit 'deitl Ausdrucke: „ndnetiO aequationii ad infinitnimat" 
bezeichnet, so lümmt sie dl< 6«stal( an: ' ' 

*^ 26x 8» 4.*! . 2y'» , y'i»' _i 

Indem niin alle Glieder, die m* im Nenner haben, als ein „tufail** ^tffw- 
lassen sind, bleibt: 

Ferner sind nach der oben aufgestellten Regel alle Glieder, die t» im 
Nenner nicht enthalten , wegzulassen. Wir trtlall«n also : 

Mto* miß^ ' 

■■ ^■ ■ a* v" 

woraus fobt : « as — 3= .— , 

folgua: •''-f'S 

Man üeht, wie ihnlich dieses Verfahren dem in $. 6. dargestellten Ton ßar- 
r*w angegebenen ist. Zur Bestimmung der Subtangente i kann übrigens, 
wie .Nieuwentüt bemerict, statt der Ordinate g auch die Curvenlänge ange- 
wandt werden, wenn man dieselbe kennt. Denn lassen wir wieder die 
Abscisse x um — wachsen, senaea den Bogen t>, der also bekannt ist, 
so wächst derselbe ebenfalls, nur um ein üaen'^ch kleines St&ck, welches 
sieb besünunen lässt. Denn i£eses Bogenelement Uegt immer in der Rich- 
tung der Tangwte,, ^ t hei^sea mag, Nennen wir das Bogenelement {^ 
BO Duus sich offenbar Tertialten : . , 
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es ist also der Ausdruck Ktr du IJIiig«ielem«Dt der Corre {| =3 — . Ais- 
Beispiel für dieses Verfabren diene die gemeine Cjelmde. IHe Länge v 
dnes Stückes OP (Fig. 38) wird ausgedrückt durch die Gleidiiuig r = 
2^rä *) , wenn £e Absdsae OM durch c beteichnet '«;ird. Wird heider- 



Stelle von f , so iBt o + ~- für V einzusetzen, und wir erhalten die deidmog : 

oder, da das Glied, welches n* im Neuner hat, =0 ist: 

»•+- 8rM — — = 0. 

«J n 

Jetzt «nd wieder nach dem oben erwähoten Satze Nieuwentüt's die mit m 

nicht difidirten Glieder wegzulassen. Wir haben also die Gleichung: 

oder: tv s: Art. 

Nun ist stets : ■ « = V»'-— s'. 

wenn y die Ordinate baeicbnet, also: 

.- *'■' 

S*r' — v* 
Aus .dieser Formel ergieht sich nun sogleidi eine Constniction der Tan- 
gente der Cycloide. Es wird nämlich die Länge o eines Curvenstflcks OP 
gerunden, indem man die'Äbscisse OM — x von A uach B trägt und dann 
Ober OB als Durchmesser einen Rreis beschreibt, der die Basis BF iu D 
und ff schneidet, dann ist DD' = v. Wird nun 00'=20J = 4r gemacht 
und mit dieser Länge als Radius ein Kreis beschrieben, endlich in ihm 
0'mt=DD' = v gemadit und die Ordinate m,pi gezogen, so ist «i,pi offen- 
bar = V^^— »». Zieht man nun Cp,-, welches also = 4r ist, und lu 
ihr parallel SP, so verbält sich, da MP=y ist: 



^4r«— i.':4r = ji:5P; 



•) Man sehe in meiner ScbriU: „Die cjeUnb« Ctrtra.« ElMuHi kei 
J. r. Baereeke. 1869. $.8. 
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£e ist also die gesuchte Tangente t. Da tf stets < 4r ist, so Mt bei 
dieser CoDstnictton stets mj zwischen O" und Q. Man kann auch v von 
O nad O zu abtragtu, ¥> dass 0'«i=wv ist, und ffljpi ziaben. Dann 
schneidet eine zu O'p^ durch P gezogene Parallele die Linie OQ zwisdien 
und Q in S', und es muss danfi dorch Einsetzen des Cirkels in P erst 
PS' nach PS getragen werden. Die Länge 00' = 4r Ist übrigens nichts 
AnderbB als der KrtmnungBhalbmeeser der Cycloide im Pimkte O, Tolgtich 
der um 0' mit 00" geacblagene Kreis der Krümmungskreis daselbst. Dies 
ist die eine Methode ISieuwentiit's. £me zweite ist folgende. Es wu^ die 
Suhtangente, mithin auch die Tangente einer Curve gesucht mittelst einer 
anderen in Rücksicht auT ihre Tangente und Suhtangente bekannten Curve. 
Einige Beispiele niügen zur Erläuterung dieser Methode dienen. Es sei die 
Stdrtangente (, eines mit dem HafbmeMer a caneb'Uirten Kreises b«k«nitt: 
gequellt wird die Sufatangiente tj einer mit dem gegebenen Kreise concen-,' 
triscbeu Ellipse, deren ^oSse Halbachse or, deren kleine ß sei. Nehihen 
wir (Fig. 39) den gemeinsamen Mittelpunkt beider-zum CoordinatenanTangB- 
punkt, und nennen die Ordinate des zur Abscisse x gehörigen Punktes P| 
dae Kraaui yf, die des zu. derselben Abscisse gehörigen ■ EUipsenpunkte» 
^t- 3Ht (wiche Jhnkte Mllen in) Folgenden corretpandirelide Punkte gfr- 
Bamt \wFdeB>, so hsbia wir die Gleichungen: 

des Kielses: yi ^^a*~x*; der Ellipse; yj = — Va* — **■ 

LaaMQ wir onp die Abacisae UIU ein quaotitates infimtesima M^Ma = Aift 
= iVfOn •=! e wachsen, so wächst die Ordinate y« des Kreises ttm eioe 
unendUch kleine Grvase it, , die der Ellipse um a^. Nun yerhllt sich : 

jf, :(, = %: « 
und Si'-'i = <^t''- 

BifitiinniftW vif au» beiden Proportiäne» «, und selzM die sich ergdwn* 
dm Wwtbe eiwod« glciich, so mhlMeQ wir dis Beisiebuiig: 

woraua sich ergiebt: «1= — .-^.a,. 

Digilizedby Google 



— 130 — 

iDdem nun aber yj = ^* — «* und y, =-~yla* — x' ist, «Hialten wir 

einen zweiten Ausdruck für ffi. Zunächst nimlicb ist olFeabar: 
ß 

Wird jetzt Ji'f «, und yi +0^ an die Stelle bezfiglieh ¥«n jj und j/t ge- 
setzt, so entsteht die Gleichung: 

Indem nnn v^ und — i/i die einzigen Grdsien dieser Glrii^ning sind, die 
nicht infinilesimae sind, sind sie wegzulassen und wir erhalten also die 
Gleichung: a, = —Hi, 

fol^ch: 0( =-ä«i. 

Verden nun die beiden so gefundenen Werthe von oi , nimlich — . -^,, 

der, da y^ = — y^ ist, sich auch schreiben lässt : — .y-.a,, und ^a^ gleich 
gesetzt , ao ergiebt sich die Bezidituig : 

Wie man siebt, ist dies der bdiannte Sati, dass die Siditangciite an 
einen Punkt der Ellipse und den . con^spondirenden Punkt des mU der 
grossen Halbachse derselben als HaUuDesser beschriebenen Kreises etnaa- 
der gleich sind. Wir untersuchen noch auf dieselbe Weise die Subtimgente 
der Neii'ächen Parabel (Fig. 40). Diese Linie wird auf folgende Weise con- 
stniirt. Es sei die Gleichung einer gemeinen Parabel tfi =Vp') worin p 
die vierfiicbe Emfemung des Brennpunktes vom Scbeitel bezeichnet; so 
wird (Dr x = p, die zu diesem spedellen Werthe AN — p der Absclsse 
gehörige specielle Ordinate HQ ebenfalls =)i. Es sei nun MPi eine an- 
dere Ordinate der gemeinen Parabd, die zu einer Äbscisse gehOrt, welche 
entweder kleiner oder griisser als AN ist. Von Pi verde eine Parallele zur 
Abscissenacbse gezogen, bis sie die Ordinate KQ oder ihre Veriingerung in 
A, schneidet. Zieht man nun AR, welche die Ordinate MPf oder ihre Ver- 
längerung in Pj trifit, so verhält sieb: 

ÄM:MPi=ÄN:NRi 
und da AM die Äbscisse » der gemeinen Parabel, iVA = Jffi die flageh&- 
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rige Ordinate derselben, also =^fpx, endlich AN=f ist, so kJinnen wir, 
wenn wir AfP, durch y, bezeichnen, die Proportion schreiben: 
« : y, = p : V^; 

woraus Iblgl: y, = i»/ — . 

Dies ist alsD Ae fileiohimg der Curve, die den geonietriadien Ort der 
durch die angegdiene Construction gefnndenea Punkte bildet. Dass sie eine 
Neil'sche oder auderthalbgradige Parabel ist, erhellt sogleich, wenn man 

ihr die Form y^ =m/ — giebt and — = q setzt, wodurch sie die gewöhn- 

V t T 

liehe Form tf = ^qa!* annimmt Behalten wir aber die ursprüngUche Form 

y, = si/ — bei, nennen die SubUmgeote der gemeinen Parabel wieder 

(i , die gesuchte der aus der gemeinen Parabel abgeleiteten Neil'schen, t,, 

nennen wieder den unendlichkleinen Zuwachs von j/i , Ui , dagegen . den 

Ton yj , «2 • so erhahen wir ganz wie in dem vorigen Beispiele die 

Gleichung: ai = -^ . -^ . a,. 

■ Jfj '< _ 

Die Gleichung der Neil'scben Parcel nun, yi=*i/ — können wir offen- 
bar auch schreiben: g^ = —^px, oder, da ^px s=y, ist: 

X 

».--»■■ 

Wir können also die Formel für «i auch Bchreiben: 



oder y, = ^^^Vt oder, da Vp^"=Vi isti 



schreiben kfinnen, wenn wir Ji+dj liJr y, nnd Vi+Ot für y» einseUen: 

oder: f'j.+f«! =&i + "i)'- 

Wird mui reelits die CnbirOBg ausgeffilirt, und dabei die <i]' und Ot* ent- 

9* 
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haltenden Glieder, da üe das Quadrat und den Cubus einer unendlich 
kleinen Grösse, die also nach Nieuwentiit Itlr zu halteu sind, lu Facto- 
reo haben, weggelassen, so eiiialten wir: 

P*y» +?'«!=»*+ »Vi'«!- 

ffier sind nuu wieder die Glieder, die trä tau den unenittch kl^KO 
Qrfissen si tud Sj siod, » 0> es ergiebt üch aldo die Gbichittg: 

folgüch: fl, =^.a,. 

Aus der Ver^eichung der beiden 'Mr Oi gefundenen Werthe Tolgt nun die 

Gleichung: — .j-.a, = ^^-«s. 

oder, day» = Vp* war: ■'t~i' 

E* Word alia: W^iti- ■ 

Wir MbsB als«: es ist dia Sobtangente der Nett'fchoi Parabel glsch «hm 
drittfai Theile der Subtan^nte des correspondirenden Punktes der ihr zu 
Grunde li^;enden gemeinen Parabel Bei letzterer ist nun bekanntlich die 
SuibtaufenLe t^ stets =2s, mithin ist t^=lx. '- Man bemerkt Obrigras 
leicht, dass diese Taitgentenmetfaode nur dann anzuwenden ist, wenn die 
beiden in Rede sleheodm Cutvmi a^riirjösche Glei«fauB^ IhJkb, inden 
nur dann in den Ausdrücken für üi die quanütatis infinitesima Oj als Fac- 
tor Toriconunen kann. 

Gehen wir jetzt zum umgekehrten Problem über, aus der Gleichung 
für die Subtangente ■ die Gurre wieder zu finden. Dies lüst Nieuwenl^t 
auf folgende Weise. Im Allgemeinen ist der Ausdruck für die Suhtangenle 
m Bruch: dessen Zähler 9, dessen Ffenner f hefssen mOge. Es ist also 
im Allgememen < = -y t woraus folgt fi^g. Nun schreftt Nleuwentüt 
folgende Operationen vor. In dem die linke Seite dieser Gleichung bildeiH 
den Ausdiucke fi werde s an die Stdte von t gesetzt, und dann jedes 
Glied mit dam nigchörigen Exponenten ron a; ^vidirt; eöue (^ratioii, die 
er durch das Symbol ( y ) andeutet, in dMi also das A keine andere Be- 
deutung hat , als eine aufzuführende (^leEation «pzuzeigen , etwa wie ;daa i 
in d*r DiffumalnGhaong die de» DtfereBiirau bedeutet,, ftttmo- mU« 
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auf der red)t«ii Seite, «bo in dem Ausdrucke g alle Glieder jedes mit dem 
EugefaOrigeD Exponenten der Variabelen dividirt werden, was durch das 

Symbol I -^ ) angedeutet wird. Sie so erhaltenen Ausdrücke ( ^ ) und 

l^], durch das Gkichheitszeicheu Tert>unden, liefern dann die verlangte 
GlöcbuBg dw Gwve , zu der noch eine Constante hinzutreten kann. Es 
sei z.B. als Ausdruck lür die Subtangente gegeben die Ponneh 

* x'ßy 

so ist also ß^=:f, — tt*v* = 9' folglich fi=ß^xs; wird nun an die 
Stelle von X die Abscisse x gesetzt, so entsteht fs = ß^s^\ indem weiter 
durch I -7- ] angedeutet wird , dsas in dem Ausdrucke für fx jedu dps af 
enthaltende Glied mit dem Exponenten von x diTklirt w^en soQ, ergiebt 

sich in unserem Falle; (ij- j = £^; ebenso wird : .1 -g- 1 = 5-; be- 

zeicbHen wir nun divch C oine Coostants , so lautti die gesudile Curvon- 
gleichung : J-p = -^ —, 

oder: j9»jr»=C— «V- 

Weiss man nun, dasa für 2=0, y~ß ist, so erpebtsidi C=aV>; 

es ist alM &» GlttcAmg dar Chi«: 

also die Ellipse, und in der That ^st diese Aufgabe, wie man bemerict ha- 
ben wird, mir die {Jmkehnmg des ersten lui der TBO^nUnnethMte «>• 
wähnten Beispiels. Wobd wan nun unto^ueht, ob dieses Veofabren etva« 
Richtiges liefern könne, und welches der Grund davon sei (Nieuwontiit 
gicbt em^n solchen rncbt an) , so erkumt man Idcht , dass sich die Rich- 
tigkeit dieses Hechaiiismus auf dieselbe Weise darthua lässt, wie die in 
§. 3. erwähnte particuläre Lösung Newtoo's, die derselbe angab, um aus 
einer Fluxions- die Fhmitengleicfeang id)zuleUetL Die gesuchte Curren- 
gleicbung nimlich bat die Form : /(as y) — 0. Da nun stets : 
if(x,y) 
d«_ da? 
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und die Subtangente t — y-r- ist, 



da 

% 


ist, 


so ut: 

in;)) 


t 


i= 


*_„ 



dx 
Es ist also der Nenner f = ^^^^~ , «fer Zähler g = /--^'~- Wird n™ 

der Nenner nach * integrirt, so werden, w^nn - - r - 
Function ist, und solche Falle betrachtet Nieuwentüt nur, die Exponenten 
aller x um die Einheit verm<;hrt, und jedes Glied durch diesen Exponen- 
ten dividirt, es kommt also dasselbe heraus, wie bei der von Nieuwentiit 
durch I ~ ] angedeuteten Operation, uSmlicb das partielle Integral nach x, 

/ dx ' *'^"'?'' **"**** ^^ Zähler y «3 ■ .' ■ y. und in ihm ist 

jedes Glied nur mit dem Exponenten von y eu dividiren, um daraus eben- 
falls f(x, V) abzuleiten. Denn um aus — , - ' — letzteres lu finden , taaben 
dy 

wir nach y tu integriren, d. h. alle Exponenten von g um die Einheit in 
erhöhen und dann durch diese Exponenten zu dividiren. Da nun aber daher 
Zähler g nicht bloss ■ ' , sondern dasselbe iiereits mit y multipUtärt, der 
die Exponenten in erhöhtem Zustande entbib, so ist bloss noch eine Di- 
vision nothwendig, daher denn die mit dem Zähler vwzunehmende Opera- 
tion aer durch ( 4: )i nicht durch \^) bezeidmet werden musste. Han 
eriiält 'also durch Nieuwentiit's Verfahren eine Gleichung von der Art: 

also die gesuchte Curvengleichung f(x, y) = 0, vorausgesetzt, dass der par- 
tielle Differenzialquotient ■■■■■ ,' ■■■■ nur eine Function von x , ■ .' - '^ - nur 
^ dx dy 

eine Function von y sei. Ist dies nicht der Fall, so liefert Nieuwentnt's 
Verfahren ebenso nie das in §. 3. dargestellte von Newton angegebene nur 

dann etwas Richtiges, wenn —A— und --r ' -— ausser reinen Functio- 
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Den von x und y noch partielle DilTerenzialquotieiiten von denselbeD Func- 
tionen beider Veräaderlicben x und y, bezüglich nach f und y enthalten. 
Zugleich aber Bind dann die durch Nieuwentüfs Verfahren aus dem Zähler 
und Nenner berroi^henden GUeder, die gleich sind, nur einmal zu Bchrei- 
ben, eine Bemerkung, die Newton nicht entgangen ist, wahrend Nieuwentiit 
sie Abei^rtit. 

Die Flächen augzumitteln war ihm nur hei parabolischen Curreo 

mög^ch, und zwar verfuhr er auf folgende Weise. Es sei (Fig. 41) die 

p_ 
Gleichung einer solchen: y^x^ oder y^ =sf, die Suhtangente beisse s, 
der unendlich kleme Tbeil M^Mt ^P^Q der Ab^cisse werde durch e, P^Q 
durch a bezeichnet. Nun verfaSit sich : 

f.y = eia. 
Es entsteht also die Gleichung: jr . e ^ s.a. 

Es bedeutet aber ye nichts Anderes als die Fläche des Trapezes Jfi^sPiPi; 
deim dieselbe ist eigentUch —^ — ', aber, da das Producl ae zweier quan- 
titates infinitesimae für zu hallen ist, wird daraus ye. Wird jetzt QC^ 
^SSti =SM gemacht, so bedeutet, wie man sich auf dieselbe Weise Aber- 
zeugt, ta die Fläche des Trapezes P^QCCi. Aus der Gleichung yt=xr 
der Curve folgt nun: 9y*~' . a = pjrP^' . e oder, da aus der obigen Be- 
ziehung »a = *a folgt : e = -^ : 

qy^ = psf-^ . I. 
FoWid.«rd: . = -al., = ^=i... 

Es ist also s :5Jr, =PCi =— .2, oder, da K = OW,=Q.Pt ist, ist 
P 

t = — . PiPi and folglich i.tt = ^xa~^.Q.P, .a. Das Product QP, .a 

P P P 

aber bedeutet nur die Fläche des Trapezes QiPiPaQi- Es ist mitbin: 

Min. (A = — mtii. fca =--x omn.trapexQiPiP^Qi- 
Die Gesammtbeit der Trapeze -OiPtP^Qz ^er bildet die dreieckartige 
Fläche 00t P,; ^^ i^'' 

omn:ta = — omn.xa = — der FlScbe OOiPi. 
V P 

Nun ist : onn. ge ■> Fläche OM^Pt , mih. xa == Flidie OQ, P^ 
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uad daher: B«ii.^« + mu»>M — AecfeAeckOII^/*,A <^s$. 
■D« nra ytaeas, und i««»— M war, haben wir ds«: 



oder: 


v + q 


ntäKi): 


»,»...=^^.^ 


d.h.: . 


FIkbe 0»,P, = -'- . Ree 


und zug;leich: 


""•'■' = -rfj'» 



d.h.: Fläche O0,P, = -S—. Rechteck OJf,PiOf- 

AUe übrigen Flächen bestimmt Nieuwentütt wie Newton, entweder durch 
Vei^eichung mit bekannten, oder durdi Entwickelung der Currengleidmng 
in Reihen. Dagegen bestimmt er richtiger als Tiewton die Flexionspuokte 
der Curren, nämlich auf falgende Weise: Ein« Gerade berührt eine Cmre 
d»B, wenn beide einen anenffieh bleinM Tlieil, eine (^naTttitas inflnitesima 
gemeiOEaM hsben. Es hat also, wciin <F%. ^) SiP, eine Tangente ist, 
diasdbe mit derCorve OP1P2 die klerae Linie J*|P, gemelascbafüidi. Wird 
nun im Punkte P^ eine Tangente 5,P, g^zoges, ao ist dieadbe, whp ^ 
Curve OP^P^ concav gegen die Abscissenachse OMtMj ist, grOsser, wenn 
sie convex ist, kleiner als StPf Wird daher P^R ^^ SiP, gemacht, so 
ist S^R die Differenz der beiden Tangenten £,F| imd 5jPj; Bezeidnien 
wir wieder die AbscJsse OAfi durch x, die Ordinate MiPi durch y, MiM^ 
durch e, 0,P] durch a, 5itf, durch «]', ^itf, durch <j, SiS^ durch p, 
so ist: ^iSj — *+^ +p i» einer coneavea, 

Jlf,S, = «+<! — p in einer convezen Curve, 
Dieses Criterium tässt sich noch anders ausdrAckeu. Nduuen wir nämlich 

jtf(5j =«-f-p in einer concaven, ^ « — ji in einer convexen Curve wird. 
und ziehen durch die Punkte C„ C^, eine Gerade, die die Ordinate MtPi in 
7i trifit, so entsteht die Proportion: 

r,(?:OCi=:C,Z,:r,^i. 
oder, wenn wir T,<Q iiacdk <| beMichaw: 



by Google 



— iW — 

fo)^<^: (|a = I|(e+p) fOr eine concaTe, 

j|0=i» *i(e— ;>) für eine convexe Cur?e. 
Da sich luglmh aber >i :y =<:■ rerfaSU, also t,tt=g« ist, so haben wir: 

oder: ift = li<+*ip. 

£b ist also: (| ^y bei einer concaven, 

ti>y bei einer convexen Cunre. 
Dies Criterium ISsst sich nun noch anders ausdrücken, EfTiehten nft- JiSm- 
licb MtOi =0^1 senkrecht zur Äbscissenachse , ebenso M^D^ = PjC^, so 
wird L^V^ =^C, = e+p; wird nun DtßiT^ gezogen und MiT^ durch fj 
bezeichnet, so entsteht die Proportion: 

t, : «, = e : e+p 
oder: «ie = 'i(<±J')- 

Es ist also: 'i ^ 'i <n einer concaven, 

f j ^ St in einer convexen Curre. 
Ein Fleiionspunkt findet also dann statt, wenn (, = «i ist. Sehen vdr 
zu, was dies bedeute. Offenbar ist e das Difierenzial der Abscigse, 

also -dx, j*+.p das Differenzia] der SiibLaugeiile, also, da diese y-j- ist, 

•*? 

ist e+^P^ ^y-j-)- ^*>° ^^^ ^<^'> ^'* ^c Gleichung t,e = t,(e + f) 

80 schreiben: 

*l"Än ''S, 



fS)~'M 



£b. iieatdil also du too NienweBtüt anlgeatf^lte CrÜernun des nexWns- 
pmdUs dann* dast t^ sssi i«t, d. h. dass 






r-S 



*' 
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■^'=> 



{&) 



oder: — V -rK = ••■ 

(flu 
«t. Es muss imthin -=2 =s 

sein; wir sehen also, daas dieses Crilerium mit dem von Leibniz aufge- 
stellten TiJlUg übereinstimmt. 

Die Bestimmung der Haxima und Minima hingegen gelang ihm wieder 
durchaus nicht. Fassen wir nun Alles über ihn Gesagte zusanuneo, so 
sehen wir, dass Nieuwentiit's Versuch, eine Rechnung aurzusteDen, die 
dasselbe leiste wie die Leibnidscbe Theorie des Uoendliclikleinea, und doch 
TOD den Hängehi frei sei, an denen dieselbe KU, im Ganz^D ein misslun- 
gener zu nennen ist. Denn einmal beraubte er sich durch das Nichtein- 
gehen auf die DiSereoziale höherer Ordnungen des Mittels, manche Aofga- 
ben, wie die der Bestimmung der Masima und Hinima, zu l&sen, oder er 
erschwerte sie sich wenigstens sehr, wie bei der Untersuchung der Fle- 
xionspunkte; sodann aber bemerkte schon Leibnii sehr richtig, dass ja die 
Sdiwierigkeiten beim Begründen der Rechnung mit DifTerenzialien erster 
Ordnung ganz dieselben seien wie bei der Anwendung der höheren. Dean 
wer einmal Nieuwentüt zugeKel>en hat, dass das Product zweier quanlitates 
infinitesimae ein „nihil" sei, der wird sieh wohl auch nicht scheuen, das- 
selbe vom zweiten Differential im Vergeh mit dem ersten einzuräumen. 
Zugleich aber ging er audi des grossen Vwtheils des Algorithmus verlustig, 
indem er sich mehr der Newton'schen Methode zuwandte, wodurch es denn 
kam, dass Bein Werk der im folgenden Jahre erscheinenden Diflbrenzial- 
rechnung lom Marquis de rHospitai gegenüber sehr bald in jifinElicbe Ver- 
gessenheit gerietfa, die es wenigstens in solchem Hasse gewiss nicht verdient 
hat, denn das Streben nach Gründlichkeit in demselben ist wenigstens 
grüsser als in der von de l'Hospital angewandten Theorie des Leibnizischen 
UnendlidiUeinen. 
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Ml. 

Die wiclitigsleo Salze Taytor's. 

'Wibrend, wie wir gesehen habea, eisige der Engliscben Mathemati- 
ker, wie Rapbsou, Hadauno die Newton'scbe Lebre der Fluxionen fester 
zu begrüaden und zu TeiroUkommnea strebteo, suchte Brook Tajler (I68ä 
— 1731) die Lehre der eodlicheu iDcremente auszubilden*), indem er seht 
richtig urtheilte; dass da das Verhältniss der Fluxionen dasselbe sei, wie das 
der Incronente im Zustande des Verschwindens , sich die Theorie der 
ersteren aus der der letzteren müsse ableiten lassen. Hit dieser Ansicht 
aber tritt offenbar Taylor dem Principe der Leibnizischen Differenzialrech- 
nung hei, welches, wie in $.8. gezeigt worden ist, ein rein arithmetisches 
war, denn es ist dort gezeigt worden, dass die arithmetische Progression 
der Grandgedanke Leibsizens ist. Von den phoronomisdien Salzen, die 
das Fundament von Newton'» Fluiionsrechnung bilden, findet sich bei Tajlor 
keine Spur, ja es wird kaum in der Einleitung, und da nur oberflSch'icb, 
gewissennaassen als flberflAssig, die Definition von „Fhixion" gegeben. Wir 
baboi daher sem Verrafaren, da seine Annfiherung an Newton ledig^ch in 
ausseriichen Dingen, in Bezeichnung namenthch, best^t, in die Entwicke- 
luogsgescbicht« der Differenziahvchnung setzen au mflssen geglaubt. 

Taylor berücksichtigt also ganz vorzüglich die endlichen DüTerenzen, 
oder, wie er sie nennt, Incremente. Dieselben bezeichnet er durch Biozu- 
aoliva von Punkten unten an die Buchstaben, so dass das erste Increment 
von # bezeichnet wird durch x, das zweite durch x, das dritte durch x 
11.R.W., worunter also dasselbe zu verstehen ist, wie bezfiglich unter Jt, 
J*s, J*x, u. B.w. Taylor giebt daher zunächst die Art und Weise aq, 
wie diese locreroente gebildet werden , dass die VeränderUche um das In- 
crement vermehrt und sqdanu der ursprüngliche Werth abgezogen werde. 
Es wird mithin aus einer gegebenen, drei VeränderUche m, y, x enthal- 
tenden .Gleichong, z.B. 

*» — 3*jf + 3ar»— jF»— s> + »'+« = 0. 
indem zuerst «+», y-l-y, x+s fOr «, y, « gesetzt und dann die gege- 
bene Gleictning abgezogen wird, die Incrementeogleichung gebildet: 

*) Bro«k Taylor: MÜelbodin iMtemeatomm direcU et iiiTersa." 1717. 
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2» + «* — $»y — Sjj — 5*y + 8«; + 5«« + 3*5 ~ 9l~~V~V.'~^ 

— 5» + 2« + «" = 0. 

DiTidiren wir diese ganze Gleichung durch ein iDcrement , z. B. durch x, 
Dehmen die Incremente sehr klein , oder mit andeni Wortes , «etzen die 
Momente Newton'» an ihre Stelle, so k&nn«i wir, an deren SteHe, da ihre 
Verhältnisse dieselben nnd, wie die der Phnioneti, auch die Flniionen an 
ihre Stefle setzen. So folgt aus der an^stdlten iDcrementen^eicbtuig 
znnädist: 

2«+«— 3«^~3y— 3^ + 3*|+3, + 3»— j-|-»|^— y-^— Äj^ 

' j» " « ' «• 

m am 

Gew&hidich nimmt nun Taylor ein Increment, z. B. x als Emfaeit an, so 
dass dasselbe als Factor oder Krisor nidit gesdirieben wird. Lassen wir 
nun in unsrer Formel di6 Incremente in die Momente übergehn, also sich 

y * 

■aiiBaI]ir«n, ao kCimien wir fiir -^ , — ^, die Quotioiten der Ftuiionen, 

-7~, ■?- , setces, «ad eifulten so die Fluxionsi^chang. luden nun Tay- 
X a 

lor auch die Bildung der hSheren Incremente untersncht, znnichst »+s 
IDr X, dann in x+x wieder x-i-x an die Stelle Ton x setzend, so dass 
der zweite Wertb von x wird x+2x +x , n. s. w., konnte es 3iin nicht 
entgehn, dass die CoefBcienten , die sich hei dieser Operation fcrgeben, die 
fiinomialcoefficieDten sind. 

IVatJh 'diesen und ähiäicben SMibn ^eht non Tttjior Aber 2fir LAsong 
ytm Au^abes , die sich auf die Lehre der Mdltben Inercmeate beziAen. 
IDa ffieselbeu jedoch nur mittelbar in die fMeremiafa-eebnvng gehSren , in- 
dem Ja die iMtferenzenreclmung für tAch «inen eigenen HkÜ 4er Hnthe- 
matik ansmacU, so sollen nur einige tnerauf bee&gHche ßätee Tayler's, die 
derselbe jedoch alle ohne Beweis aufstellte, angeführt werden. ^ZanSchst 
sei folgende Aufgabe gesteBt. Es sei eine Gktdmng gegeben zwischen 
%laer Tariabelen a nnd mehreren Increneiften der adderpn Tflriabrien % , es 
sollen nun alle Werthe tod * (also in geometriBchen Biime, die OrditnAen 
einer Gurre) gefunden werden ; zugleich sei noch bekannt, dass , wenn x 
den Werth i bat, s s± £ M nnd man \tftait 4m m .dieser IMeBe statt- 
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Iuvenilen Weitbe ^er Increnuute Ton s bis zu dem Increineiite deiieni^O 
Ordmuig, welche die zunächst unter der li6chsteii der gegebenen GleichuBg 
stehende isL Wir bezeichnen den Werth des erstso Increment« erster 
Ordnung von % an der Stelle x = B durch B, den des Increments zwei- 
ter Ordnung durch B u. s. w. Nun i&t offenbar uusre Aufgabe dann gelöst^ 

wenn wir dib Werthe der Incrtimente v«n «, alsa X; s; t; .... bis toitt 

1 1 s' 
Ineremenbi itf bfieheten T«rliegeiiden Ordnong kennea, dean »^ ihoM 
ISsst eich dum leicht der Werth tob x sdbst Gleiten. Es »ei i. B. gv 
geben die Gfeidfffiig: 

JT*«— » + « = 0; 

4 S T 

und es ist also bekannt, dass {är x ^^ Ä, g = S; % = S; z = B; 

i 1 s *. 

M =B; i^ Biil; gesucht wird also B\ B: B; u. s. w. Aua der e&- 

I * < B r ( » ■ • 

gdMun CleüAiinr. fügt mm: t =a nr — «^; 

I k. s * 

and wemi wir m deo Incrementen übeEgdun : 

■ 5= (f « + (M + j!j( — **t — Samt — 2«M — «'* — «*«. 

S • 10 II B 14 IS 1 4 t 

Ydh tätt ma kaom nm nwri t finden, und zwar, kiden> mal fibertf, WA 

t 
X oder < votkonnnt, ihre Werthe au» den letzten beiden Gleichungen ehi- 

setzt, ausgedrückt durch i , s; .... i; und so werden alle folgenden lacre- 

11 . s 

mente t u.s.:w. durch dieselben vorigen ausgedrückt, erhalten. Es lassen aich 
■ • . w . . . 

mitbin, da B, B, B, ... B bekannt sind, die Incremente B; B; B; ... 

I3J'* rs'*. 

tindw., Dean aw der wrten unsver beiden^ Gleiohunj^ ergiebt sicl^ 

wenn wir s = A , also x » £ setzen : B := AB — A^B. 
i « , * 

Aus der zweiten wü^, wenn wir das tncrement Von x f£tr den Werth A 
als coostant und zwar als Einheit annehmen: 

B =^ ÄB-i-B+B—ÄB—2AS~2AB~B—B: 
s aaes i. S4» 

oder B<^iA + l)B—{A + 2)AB—QlA + l)B; 

u. s. w. 

Eine fernere Aufgabe ist folgende: Zu untersuchen, wie viel Bedin- 
gungen hinreichend seien , damit in zwei Gleichungen mit drei Veränder- 
lichen 0, y, X, und einigen ihrer Incremente, wenn von der einen, z. B'. 
von ff alle Incremente bekaiBit sind, auctt die der übrigen beiden Verdn- 
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deriicben y and < s3mn)t]idi gefunden werden können. Es sei nun das 
niedrigste Incremetit von y, Aelcfaes in den gegebenen Gleicliungen yoT- 
komnit, 5p, das niedrigste von x sei x; ferner sei das höchste Increment 

y in der ersten Gleichung y , in der zweiten y , dag höchste Incre- 

ment Ton x in der ersten Gleichung > , in der zweiten t . Die^s vor- 

q+Q q+a 

aosgesMzt, stellt Taylor folgende Salx auf aU Auflösung seiuer Aufigabe: 
Man eliminire aus den zwei gegebeoen Gleidningen, die eine Variabele, 
z.B. « mit ihren Incremenlen , so bleibt eine Gleichung zwisdien den 
übrigen beiden Variabelen x und y und ihren Incrementen übrig. Taylor 
behauptet nun, dass in diesen dasjenige Increment von y, welches m der 
Ordnung p+m ist, das höchste sei, wenn durch m die grössere der bei- 
den Zahlen r + a; 9 + a bezeichnet werde. Es bssen Bich also; "Wenn die 
Wertbe von y bis zu y bekannt smd, denm Zahl m ist, sXmmtiidie 

Werthe von < finden. Um diesäD von Taylor aufgestellten Satz zu unter- 
suchen, müssen wir zunRchst fragen, ob die Eltmmitien der dritten Va- 
habele s mÖgUch sei, und auf wehJw Weise.,, Es mag. die» gkäcb ap 
einem Beispiele gezeigt werden. Gegeben seien die Gleichungen; 
xji — X — XX ES 0; i} 

x^x+xx—mh+if = 0. 2) 

1111 

Dm nun z mit seinen Incrementen zu eliminiren, nehmen wir die Incre- ' 

inente von der zweiten Gleichung, so erhalten wir «ne Formel, in der 

z, X, X, I voilommen und die wir deswegen bezeiclmen wollen durch 
1 1 s 4 

fix, M, X, x) = 0. 3) 

1 1 s 4 

Auf diese Weise haben wir zwar eine Gleichung mehr gewonnen, aber es 

ist auch die Zahl der zu eliminirenden Grössen um eine gewachsen, indem 

j hinzugekommen ist, welches in den gegebenen Gleichungen 1) and ü) 

nicht war. Nehmen wh- aber nun die Increnente der Gleichungen 1) und 

3), so entsteht aus 1) eine Gleichung: 

9(1, X, X, i) = 0; 4) ■ 

3 3 4 s 
in der I das höchste Increment ist, aus 3; eine Gleichung: 

...... -B ... 

D,i„Mb, Google 
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in der ebenAüJs m das hfehste Ittcrement ist. Wir haben also jetzt 5' zu 

eUmiiiireade GröBien, t, t, t, *, i imd auch lünr Gleiclmtisen. Re 
1 t a « s 

EUminalioB ist also mflglicb. Betrachten wir win den Fall allgenein hd^ 

nehmen an, in- der ersten der gegebenen Glöchungen sei das höchste Iq- 

crement der zu eliminirenden Grösse *, in der xweiteu i, und es sei der 
/* r 

ungßDBligBte Fall Torhanden, ninUich in der Gleicliung 1) seien alle hicre- 

mente bis zu i, in 2) alle bis lu < vorhanden, so nehme man zunächst, 

fi f 

wenn v^ f* ist, die Incremenls der zweiten Gldchung; dadurch kommen 
die locremente * , x , . . . t , i ; 'so haben wir jetzt ausser 

den gegebenen 2 Gldchbngen noch ^ — v neue hinzu erhalten , haben also 

im Ganzen (i — y + S Gleiehungca, aus denen ij^ Incremeote >, s, ... » 

t j ^ 

und s selbst , mitbin /< + 1 Grössen zu eUmipiren sind- Indem, wir nun 
in der erste» der un^rüpglichen und in der leUteu: der am der. swcilon 
gegebenen GteiiCbung idtgeleitetan , die beide i als. höchstes Incremeot enti 

t* 
halten, wieder lu den Incrementea ubergehn. erbaltea wiir zwei Ineue 
Gleichungen, wihrend wir nur eine zu elimimrende Grösse < mehr er^ 

.«+1 
halten , u. s. w. Wir haben also 

für ft-\-\ zu eliminirende Grössen ft — y + 2 Gleichungen. 
„ /i+2 „ „ „ /i— »-+4 

„ /t+8 ^ „ „ /* — y + 6 „ 

„ /*+« „ „ )i /< — »"+211 ■ „ 

Indem wir so fortschreiten , kommen wir jedenfalls einmal zu einem Werth 
h' von «, fOr den ^ — v+Sn' ssfi-^n' ist, diess tritt offenbar ein, wenn 
%' ae y', und dann kann die Elimination der^+vGrAssen Tofizogen wer- 
den. DiMB ist jedoch dici höchste Zahl der Gleichungen, die nöthig ist; 
in demoben aogefOfartcn Beispiele, w» die Variabele % selbst nicht Tor- 
banden war, reichten sriion A Gleichungen zur Elunmation hin. Nachdem 
so die HAgUcfakeit und zo^ich die Art und Weise gezeigt worden ist, wie 
eine Variabele mit allen ihren locremenlen eUminirt werden kann , nntw* 
suheB wirTaflDi^s Behauptung, das«, wenn also in den gegebenen ben 
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den GleichimgcD jr, s dio niedrigstoi; f , s ia der dsMt. y , 
X in der andentn Gleicbung die hfchsten Increinnto tm y rad «, 
•od weno M die gröuere der beiden Zahlen r+o, o^g bedeatet, y 
das hüchste Increment sei, bis zu welchem mau Behufs der Elimination 
Von % nebst seinen Incrementen fortBchreiten müsse. Wir unteracheiden 
nun 4 Fille: 

I> r+(r>^+i 11) f+i>r+ff 

1) e>ff; 1) o>f; 

2) ß<<T; 2) ff<^. 

Im Falle I> I>, wenn q^it, müEsen also zunächst die Increment«' der 
Gleichung, in der z das höchste Increment isl, gesommen werden. 

«+" 
hdem nun hinin zugleich y das höehale IiHvemeM tdd .y mtf, s«i 

r+> 
steigt dui>di je eiBinaliges UdiM-gi^a mm iBcretacM, der Mn «o» y 
HU die Eiidieit; haben wir bI«d {f-^9)tn^ die laerwMBüs gem««^^, s» 
ist der btehBta tedei «en y, y - In der andern 4imbu»g 1» 4er 

dM böcbBte jetzige facremeM tos k, Mu/Ueh « berMts «Mhdtea mr, 

ist das häcbste Increment von y nodi y . Indem nun der Annidime 

- ■ r+^ 
nach r+a>f+t, • 

folglich r;>e+i — 

ist, ist y noch Ton einer hfiher^n Ordnung als y Fahren 

wir nun fort, jetzt von beiden Gleichungen die Incremente nehmend, so 
haben wir die Zahl m lu suchen, die angiebt, wie viele Incrßmente noch 
zu nehmen seien, Wh- haben also jetzt alle Incremente von x bis x , 

■iün f+1 an Anzahl in nosrea GMcfewigea. DisZaU der GfeicbugtiMf 
ist ^— ff+2. Um mu zu wiiacn, ww wiefcial man dami nodito denlttere- 
mentML flbenngehn bat, bezeiahoen wir die unbdanW AmiU nÜ*; dicaa 
BmsB afßuibar sobesohaffeB sem, dms dann difl AmaU der za iSaitäDBar 
den &öEseD der der GleicbmigeB t^äeh iat, daM ako: Afc GleüdiaBg ^: 

Bs ist dw) dM MchaGe btUeDMBt TOB 4l) V j «4*tt tc-f-f ffapM 

p+r+ff-l 
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JH. f . Im FaHe l) Z) bat niaq> nachdem man (a — {>)n>al die Id* 

p+- 1 
^ramaaU der einen Glwcfaiutg peDommen bat, in der einen als höchstes In- 
cFunent ?oo y, v , in der andern y , und da der Vorau»- 

f + r + <r — p p + f 

seUnng dach t-i-a — ^>i, ist y ein hfttwres Increment als y . 

Um nun » hier zu Anden, haben wir die Gleichung: 

ff + f+H = tf— ß+a + 2n 
also w = p — 1 

mithin al« bfichstes Increment ? = y = y . 

p+'+ff-e+te-i) p+'+'-i p+™-i 

Im Falle H) 1) ist, nachdem man iß — a)oial in der einen filcichnng zu 

den IncremcDten fibergegangen ist, in der einen y , in der an- 

p+»+p-w 
deren y die bücbste Ordnung, und zwar ist, da *-{'( — V^r, ^aj 
p+t ■ ■ 

erstere das hUwre. Au« der GleiGfaimg 

p + l+ii I« ^— ff+2+3ii 
bigt nan! » » ff— 1 

mitfain ist des höchste le^emeit y «a y . Ibdlkb im 

p+'+e-l p+«-l 

Falle D) 2) erttSlt man ebenfalls y als höchstes Increment; «s gilt 

P + m— I 
diesB also für alle Fälle. Es müssen daher ofTenbar zur Elimiuining oder 
Bestimmung aller Incremente Ton i an die Werthe y bis zu y , an 

fl P p+n— 1 

Zahl alko m, gegeben sein. Ist diess Aer der Fall, so iiönnen sämmtliche 

Incremente von y und i, von y uQd t an, gefunden werden; die Ton 

»+« » 
y mit HQÜe des ersten Satzes, die von < mit HAUIe der auf diese Weise 
berechneten Increnenfe Ton y. 

Diess setzt voraus, dass in keiner der beiden gegebenen Gleichungen 
X seihst vorkommt.. ][st diess der Fall, so wird auch dai Verhfltniss, in 
di^m die Anzahl der TJnh<^aDniea oder zu elimiiurendeh Grössen mit dem 
Bilden neuer Incrementengleichungen steht, ein andres, indem man dann 

zugleich die ebenfalls zu elimiiiirenden Incremente t, s, <, ... t mit er- 

1 » a , 

UÜt; im <iabio fiUiren je 2 aus den beiden Gleichmigea abgeleitete neue 

eine Verauhnu^ da Unbehannten tun zwei mh sich, so hm^ also ist 

fiiae pinunaiwp lumö^i^ Erst dann, wenn sich ganissermaassen die 
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LAcke zmBcben i und f ausgcItUIt bat, wichst die Zahl der Unbekannten, 

indem man ans beiden Gleichtingen inuner weitere Incrementengleichungen 
abieilet, stets um eine; und ihre Zahl ist der der Gleichungen gleich, mit- 
hin die Elimination mfi^ch, wenn das bAcbste Increment von y, y 

igt; diesB gilt, das x mag in der ersteu, der zweiten oder beiden Gleicbun- 
|en stehen. Es iat dabei angenommen, dass auch « selbst gesucht wer. 
den solle. Sollen bloss die bicremente gesucht werden, so ist diess mög- 
lich, wenn y das böcbste Increment Ton y bekannt ist. 

Nach der Aufstellung solcher Sätze, wie sie im Vorbei^jehenden er- 
wähnt worden sind, wendet sich nun Tajlor zur Theorie der Reihen; und 
zwar stellt er sich zunScbst folgende Aufgabe : Es aewa zwei Veränderliche 
» und y gegeben, deren letztere tou der ersten abhängt; [nun wachse x 
bis zu x-^nx, und es werde nx =«; (h — \)jc = ii', (n — 2)x = u; etc. 
bezeichnet; gesucht wird der Werth, den y bat, wenn « bis zu x+nx 
gewachsen ist. Nun ist ofTeidiar, wenn x auf x-\-x gewachsen ist, der 
WerUt Ton y, y+y. wenn x auf x + 2cc gewachsen ist, y + 2y+y. dann 
folgt y+3y + 3y+y- Die Coefticienten der successiven Incremente von y 
lind nun, wie Taylor vorher bewiesen bat, die BinomialcoeDBcienten ; es 
ist also der Werth von y, wenn x bis zu x-i-nx zugenommen bat, 

» , «(«— I) , «(»— IK«— 2) ^ „* . 

y+Yy+ i"2 '""*" nr~3 ■» + ■•■ Nun war aber «a; = ¥, 

1* M (k— l)x il 

(n — 1)*=:Ä U.B.W., folglich ist, da « = -^=— • n—l =— = =~; 

^ • f *. « * 

n—^2= '- ■= — ; u. 8. w. ist, für x+m der Werth tob y: 

tf 4- — - t -4» '- 4- < u .J. 4- 

"^ 1 ' « ^ l.a «»^ 1.2.3 • x*^" 

uod dwDso hat jr, wenn « von « bis zu ;r — « abgenommen hat, den Wertb : 

' 1 ■ X ^ 1.2 • x> 1.2.3 ■*»'•'" 
Diess gilt Ittr endliche Incremente , lassen wir dieselben aber verschwin- 
den, so haben wir also an die Stelle der Incremente die Momente m 
teizen, oder da hier nur Quotienten Toikommen, die FloiioneD, Lassen 
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wir aucb die Incremeote von x bis »Nuttaltndiinen, so wird u=A =»■«.>, 
wir haben also, für e\a x, welches bia zu x-|-u zu- oder bis lu x—-m 
abgenommen fait, ab.znfdiörigen Werlh von y: 

,+i t + jii i + _!iL .1 + 

In den Zeichen der Differenziah^cbnung dtrgestellt, faeisst diese, wenn 
If =: f[s) ist, nichts anderes, als es ist: 

''■''+'i-'''*>^-T-i:r*i.2- d«'. +TX5- dx' +■■■ 

und /(a,-„) = ^„)--.X_ + _.-J^'___.^+.... 

Man sieht sogleich, dsss diess die Taylor*sche Reihe, eines der wichtigsten 
Theoreme, der höheren Mathematiii, ist. Zu^eich kehrt jetzt Taylor seinen 
Satz um, iddem ti seigt, dass wenn eine Gleichung zwischen x und y 
oebst einigen Incremeiileu Toa y gegeben sei, jeder Werlh von y mittelst 
einer unendlichen Reihe gerunden werden ktane, wenn für einen B|]eciell4^ 
Werth von J: das zugebfinge y nebst denjenigen Incrementen, die in der 
gegebenen Gleichung vorkommen, bekannt sind. Denn uach dem ersten 
der erwähnten Sätze können difin alle Incremente bis in das Unendliche 
-gefimdcA werden. Ist nun für ein bestimmtes x das zugehörige y, g, y, ,,. 
bekannt, so irt also fär ^ + » der Werth van y: - 

■ ■ *4.^ L^-J^ ? I **■''■" _L, 

oder fOr unendbeh kkine Incremente: 

«4.Ji ?L4.^ y j. *' »-+ - 

*+i-ä +1.2-^+1. a.3-i,+- 

wetehes die Tayiw'sdie Reihe vneder ist. 

Taylor geht Uwauf zum umg^ehrten Problem über, die FluenU einer 
Fluxion EU finden. Bs sei z.^. die Flueute vou yx gesucht. Wir wollen 
«ie audi hier, wie in $. 9. durch fl. yir bezeichnen. Das Verfahren Taylor'B 
ist nun der in $. 9. beschriebenen Methode Raphson's sehr äbuhcb; .v 
setzt nämlich, indem unter u eine noch unbestimmte Function von x tmd 

10* 
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y venUDden «M: /I. 5» tat Mjf + n; 

voTMis folg»: t/i >= jw + aj +«; 

mithin w = — xy, und dihcr v, *= fl. ^. Ww hdbeo «Uo: 

Wird nun /?. a:j — iy + u 

geselztt vonn ^ die Fltiante von x bezeichnet, so folgt: 

«i = av + i» + »; 
mithin ist i = — »y. ond v = — fl. xy, fol^ch wird 

fl. yi = xy—ay + fl.'xy. 
Wird nun ff. xy ■= xy + u gesetzt, 10 bestimmt, und buT ditse W^sa 
fortgebbren, so erbJUt man eine unendüche Reihe: 

fi.yx = ly—icy+xy — .... 
oder, da » = ^; *= ^ - ^ -g--; u- s. w. ist: 

feiaa n^«, <iti«, wie ^ $. B. gezeigt worden ist, nichtB Anderes ist, als 
die B«ruotdli'iche Reibe. ¥«n einer ÜBtsrsachmg der Gon- od«r Dno^ 
fftm ist b^ Toller M^ndB die Rede. 

IBerauf sucht Taylor aas einer Gleithang, die zwei Variebulc, c, y, 
Hebst einigelt Incrementen von y enUi3lt « das y darziulelleB tat iwar in 
Fonn einer unoidlkheit R^e, die nirch Pcrteflzen fon tc fortscfereiiet, der 
Art) dess die Eiponenlen (Keser Potenzen von x eine arüfametlick« Reibe 
bilden. Es soll also die getudite Reihe Gb* y die Form b^eti: 
y = i;r« + B:^+^+C«« + W + AE« + 3^ + ... 
Es handelt sich daher dämm, die CoefBeieDtea A, B, C, D, ... sowie 
das AnfangsgUed a der arilbmetiBcben HAe :ind' di6 tamtaatt Diffflreiis 
ß za bestimmen. Zunächst mm bemerkt Taylor, diss , wenn diese Reihe 
fOr y m die gegebene Gleichung snhstituirt werde, mindestens zwei der 
•0 entstehenden Reiben so bescbalhn leiB mOssen, dass ihre erstm Gfie- 
der ^eeeU>en Potenzen tou r enthalten, eine Reihe aber mit einem grösse- 
ren «der kleineren Exponenten anlfingt. Wir soeben diess zunächst zu 
hew«sen, und zwar gleii^ an «nein Beispille. Die gegebene GJödiUBg, 
■US wriehn* y m «me Reihe lu verwandefai ist, sei: 
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WM hier SbF y (ÜB tntßdte Mba 4i^+Bj^+^+C^+^-^: . . mbttt^ 
tmti; M BÜmat «ie di« F«na w: 

— oi»«** > ' — [criB + (o + ;y)ifl]a!*«+' + * 

— «(«— 1)4»"-*— (a+j3Xa+^— 1)»^+^~* 

■ — (a+2i3)(a + 2y3 — l)Cr"+2^-''— . 
Da nun diese Gleichung für alle Werthe Ton x gelten muss, to wjjFde 
hteraiu folgen, dasg auch 1=0 sei, was widersinnig ist. Es kanu aißf) 
unter diesen Umständen die Reibe für y nicht aufgestellt werden- Jfeboien 
wir aber mit Taylor an, die Exponenten der durch Substitution yoQ 
^"+&k"+'* + Cij"+^J*4- .. erhaitenen fiLeiben seien Glieder aner un4 
derselben aritbiaetiscben Progression und es sei der Expontat bei zw«i«9 
der erhaUencn Reihen derselbe, jo gestaltet sich die Sache anders. Dane 
nimlich erhellen wir statt der Reihen ia a) aadare , vaa der F«nil : 
l+J»>'+ÄeJ'+J'+C«y+W + ..... I 

+ Aia*'±^Äj>-*'(* + yC«>'+W_.... Nute. . 

wo also die erste und zweite Reibe init dtOM^ni Eip'o ä W hi » «ran « lie- 
ginnen, während die dritte mit -i — pß anlangt, alle lAer Eiiponenten 
i^n, 4i» amt aritfametiscfie Reihe mit derseAeti DiSbratz fi bUefi. 
Haben die erhaltenen Reiben nun diese Form, so Üsst skb die Aufgabe 
Ideen, denn die dritte Reihe wird, wenn «ich nicht Tom Anfenge an, so 
doch gewiss Ton einem bestimmten GUede an dieselben Potenzen Ton x 
XU Factoren haben , wie die ersten. Es ISsst sich leicht berechnen , wann 
in der letzten Reäie tia Ghed mk dem Eiponenten / erscheiat; wir bajwa 
nur die {Sädiung d — p — *fi = y nach % als Unbekannter aubulfisen, 
wodurch sich findet : x = ^-j — \-p. Da ^ — 6 Glieder derselben arith- 

y j 

metischen Reibe mit der Difennz ß sind, so ist — r— stets eine ganze 

ß 
Zahl. Indem sich nun ferner in der dritten Reihe jedenfalls ein GEed mit 
dem 'Exponenten , also dem Facttir ;r* ^ 1 befindet , so kann eine wider- 
sinnige Forderung, wie 1 ^ Q nicht eintreten; die Aufgabe ist also löKÜch 
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Hjid :die .CoefBcienten 3, !'f , C, .'. .. betöinmen Ar^, indem 'UHii 'rila Glie- 
der mil gleichen Potenzen von x vereinigt UAd '■ die ' sich so erg^eiidM» 
Factoren ■= setzt. Soll demoacli anger obft^ aaf^ütällMs speciciilea Bei- 
spiel löslifch sein, so muss a bq gejwihjt- werden, dasis inet der fteiben in 
a) im Äniangsgliedß denselben Exponenten haben. Welches Paar von den 
drei Reihen, die erste und zweite, die erste und dritte, die zweite und 
dritte, njt demselben Exponenten anlängt, das ist willkflhrlich ; es lassen 
sich mithihiA) AUgemeinen drei Reihen für y finden, durch die die Auf- 
gabe gelOst'ist. Nehmen wir an, die zweite und dritte Reihe in a) sollten 
biit derselben Potenz von x beginnen , so ist a so zu wählen , dass 2a + I- 
= c — 2 ist; mithin muss a = — 3 gesetzt werden; der erste Exponent 
der zweiten und dritten Reihe wird dann a^2 = ^-5, der der ersten : 
et -f 1 =—2. Um nun ß za bestimmen, bedenlie' man, dass ß ein ge- 
meinsamer Divisor der Zahlen sem muss, weldte man erMlt, wenn man 
Sie ersten Exponenten der drei Reihen um a vermindert. - 'Es muss also 
ß ein- gemeinsamer Theiier der ZaMen-f I; ^—"2', — 2', sein. Da mm zu- 
gleich ungre Aufgabe nur dann löslich ist, wenn iit den Reiften Glieder 
obatt wie Potenz von x als Factor, .vorkommen , «o kann ß nur w: 1. sein. 
SeUen wir 3I3P in der Gleichung; J=:Ai;"+-if»°+J*+Ge^?J'+.;. o = — 3; 
/3-^J.i.s« «Bvnt sie die.FonD^an: : ■ > v 

9 =-.ia^=+Bx^*+C«-*+fl+ÄBHT/'«'+fo'+fl«*+..* 
io det! nun- aoeb die .CoeOioiQnten A, B, C, D, u. s, w. zu beetianaen sind- 
Wir haben nun zu dtm Zwecke: 

i ^ — 3^a!-* — aß»-s— Ca!-'-f£+2Kt + 3C** + 4ff^»+--. 

. m = — 3iar-T — 5iffa-«— (Wß+äßV-» — (3il> + 3BCV-* 

~-(3AB+2BD-{-C*+ÄS)g-*~~.... 

folglich. «>yi = — S4aHi-5iÄa:-*-(4iB+aß»)ai-'~-(34/>+3ilOj:-' 

eodUcH y= 12A3r'+6Bjr-* + 2Ca;-'+3R!+6Ga!+ ... ., 
Es geht also die Gleichung: 

Aber, in die folgende : 

9ia;-»+(6- $i)lt3;-*+[2C-r-MB— 2ß»)i~>+(^— 3^10r-3ßCji-'i 
+ (ß^.«Ä.-2ßfl — CV-'+lC + 2F+l}+.,.. , , i*""' 
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Es fiQt^qha alea zur BeBlinmuDf der CMlScieDtea A, B, C, S ... die 
Gkicbungeu : 

9X=0, (olglich .( = 0; 

6B— 5k = 0; folglicB, da Ä 8choD= ist, B =0; 

2C-^5i«— 8«'= 0; oder, da schon i= J=0i8t, C=0; . 

J— 3iß— 3fi(7=0; oder, daschoiil = jB= C=: Oist, " Z) beliebig; 
B — «5— 2JI> — C = 0; «l«o, itA = B = C = «a\, t betdng; 
C+2f+I = 0;folgbch, da C = ist, f=— 1: 

i)+6S - 0; folglich: "''""r" 

U. 8 W. 

Es. lautet also die Terlangte Reihe llir y: 

worin D und £ willkübrlicb angenammea werden können, so dass zngicich 
die gesuchte Reibe noch zwei Bedingungen erTüIlen kann. — Wir hätten 
nun noch annehmen können , dass in der Gleicbung a) die Exponenten der 
ersten GUeder der ersten und zweiten, oder der ersten und zweiten Reihen 
gleich seien. Im ersten dieser beiden Fälle hätten wir a zu bestimmen 
gehabt aus der Gleichung a-\-i =2a-\-\, woraus sich ergeben hätte o = 0, 
der Exponent des ersten Gliedes der dritten Reibe wSre dann s t— 2, also 
auch ^ = 2 geworden. Im zweiten Falle wäre zu setzen gewesen a + l 
= a — 2, eine Gleichung, die zu erfüllen unmöglich ist. Es lässl sich da- 
her unsre Aufgabe nur auf zwei Weisen lösen. Freilich aber bleibt, da 
die Lösung auf der Methode der unbestimmten Coelticiealen beruht, die 
wichtige Frage nach der Con- oder Divergenz der erhaltenen Reihe unbe- 
antwortet. Auf den im Obigen gegebenen Beweis grfindet sich offenbar 
die geometrische Betrachtung, die Taylor ankHfipft. Alle Exponenten der 
ersten Gheder der Reihen in a) haben nämlich die Form 6/3+c, b'ß-¥(fi 
6"/3+c", u. s. w., indem sie Glieder derselben arithmetischen Progression sind- 
Um nun ß zu finden, trage man in einem rechtwinkligen Coordinaten- 
Systeme die Länge 6. als Abscisse ab (Fig. 43), und errichte c als Ordi- 
nate, w daas 0.lf = ^, MP=e ist. Ebenso werde OM' = (', jV'/"='c', 
OM" = b", M"P" = c", u. 8. w. gemacht. Nun werde durch P und P* eine 
Gerade gezogen,' die die Ordinatenachse in 5 trifft; zu -ihr fiarallel ziehe a&a 
durch die übrigen Punkte, z. B. P" Gerade , F'R u. s. w. Indern nun zwei 
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gleich sein massen, haben wir also «üe Gleichung t()+e = 6'|8+«'; ****** 
folgt: j3= P^^' "^^'^ ^^ c = MP, c' — afP", also.c— c' = FT, und 
h'~-b=t)M'~oar-^MIII' = T^ kt; ?!si ^ Es ist also der WetUi 
tt^iß+4 = b'ß^if=^ 9M .^+MP(, der Wätth des £KtMbentetaft''/9'(-t" 

i« = OM"-p;--+M"P". Es bedeutet nun aber O.Hss nichU anderes als 

(fie vierte Proportionale zu O'M, FT, P"! , d.h. die Linie US, nuthin be- 

PT PT 

deutet OM~: + UP die Linie 05, dwso bvzwcbpet ()Jtf"|^-^ lf"i>« die 

Linie Olt. fea iMn nach Aeia oben Gesagten di« Aufgabe .niu* ^löst wer- 
den kann, wenn der den Anfangsgliedem zweier Reihen in a) gemein- 
schaftliche Exponent der grösste oder Ueinste von allen ist, so ist olTen- 
bar, dass die Linie 05 grösser oder kleiner als alle übrigen, z.B. Olt sein 
muss ; und umgekehrt giebt die Lage der t*ünkte A ein Criterium für die 
Löslicbkeit der Aufgabe. Soll dieselbe möglich sein, so müssen alle & 
über oder unter iS^ liegen, liegt ein Theil über, ein anderer unter S, so 
tsC die Aufgabe unlöslich. 

Wie man sieht, schliesst sich taylor in solcoen Problemen, wie das 
letzterwähnte, an Newton, an; dieGrundlage aber sanes Werices im Canien 
sowohl, als des wichtigsten von ihm aufgestellten Theorems, de^ Taylor'- 
scben Reihe, dessen Bedeutung er fl-eilich wahrscheinlich selbst noch nicht 
erkannte, bildet die Theorie der endUcben tHBerenzen *) , es ist also das- 



*^ Da Taylor's Werk xiemlich schwer TsraUniLticIi j*t, indem ibraelke 
feine SSUe ohne ficweit, böabstem ipit AaieuUiugfa deMelbeu aubtelUe , to 
Hellte <Nicole i« einem Aufsalie: „Traili des diirerencet fioies'*, der sich in 
4er „üistoire (U l'acad^mie royale des sciences. 1717. Avec )es ni^moires 
Ae Uatliimatique et Phjsiqüe poür la mtme lunie. Paris 1719" Sn<let, -die 
THbcfpim d^r Itecbiuit^ tnit ^ITftheri biüferetaien TtrsllHiSlit^dr -drt bH fftgU 
Mlb Sdtte Hkia. So WelUe er k. t. feleesila tfte*t«iiiie '^ifc 
A [ ir(»+AK«+a*) ■ . ..<l»+m^«)] ^ ■»»<{« 4-»)(i4-3n) . . . ,<*H|-i;=lto)^ 
f ' 1= , , «"'■ _. 
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«Ae, vf^,- wis «ben scfaoa bemerkt wurde, X^üboiKn zur £iitde^ui)|{ 

.,».«.■ 

Euler's Bef;ründifTig der Differenzialrecbnung. 
In Tieler Beziehung ähnlich me Taylor slelUe Euter the Prindpien 
der DiGTerenzialrechaung dar*). Auch ihm war dieselbe nichts anderes, als 
ein «pecieller Theil der Summen- und Differenzenrechnung. Er geht da- 
her «benso wie Taylor von endlichen Differenzen aus und stellt sich zu- 
nächst die Aufgabe, wenn y eine Fuiicti«n yon x ist, und x wächst um 
das Increment w, die zugehörige Differenz voA y in eine nach Potenzen 
Ton « fortBcfanätende Reihe zu enbwlcliebis und diete lür die Diffeninzdi 
dier firdnamg«« ZH thoa, als» Rrähen aorzarietten vm Mr Form 

J*y = Poi'+Qio' +Ru>*+ ... 
wo die Coefficienten da* IViteBMii n>n a wi«der> Functionen von x sind. 
Lassen wir nun tu verschwenden, so , bemerkt £ul{er , wird dadurch ijas 
Verhältniss von ta oder ^x, zu //y nicht nnbeslimmt, obschon ^y und la 
selbst geradezu =0 älnd. ' Indem aber mm das Verhältniss Jx + J\s*i'^k 
odM-'i'f-^«!:! Bir ein v«rEchivi»ikDdes :^ff ^HirgehL in .1:1^ eigiebt sick 
iasa.Jx* gegen J^j odet o* gegen w, wenn ea verschwindet, .w^gwUseeu 
weräfn .kvuk £« ^o^t daher; w«pa wk io uosrer I^iiie 01'=: ^x \a4 
also auch ^ bis lu abnebwea lassen, dasa P das dann geltende Ven-, 
bältniaa vof dy:^ 4arst^t, «. «. w. Nimmt in«n nw « als in arithtn»- 
lis^MT Prograesien erst«* Ordnung waclwnd an, »o folgt, dftSB ä^x, d*«. 



•^ UC* -b »^(i + 2») 1« *• m») J " W(a!+«)tjc+2n)....(x+m— In)' 

Aieot «ted 4ta F^mAimeatalsUn der ftih Mfac- ■nd-BÜftteiieiiredining, deaeh 
UrspTU|ig *Uo in 7>;lar lu, piiclMw, ist,,' iDi|pin Leib^ii sich tonflglich «lern 
Htfthici^ mit-iilievdlich Ueiinii Ait^renien, «i^er lÜtl^rpnziitea iuwandte. 

*) »lostituiioaea calcnli differfniiaiis cum ejus ysu in aiulysi Swiornm 
lii'^oMritkitM'iepuk UwloA litN>ahiinl*'>f:u(e»."- jF«tropdiVinj^.- im. 
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u. B. w- = 6 sind. Nimmt in»i aber x ah i^cbt in arfthmetlMflier ProgreSMOn 
wachsend an, so i&td^x nicht = 0, es kann daher das TefMti^s H*y:d*x 
nicht bestimmt werden. Euler ist nun der erste, der darauf aufmerksam 
macht, dass also GleichiJtagen , in dmen sotcbe Differenziale voriiommen, 

i'x dx* 

im Calcul umulSssig sind, weil sie nichts andres bezeichDen als = 0. 

Zugleich aber bemerkt er, dass die Uubestimmtbeit einer solchen Differen- 

zialgleichung oft nur scheinbar sei, indem sie nur in uubi^stimmter Form 

erscheine, wShrend sie einen ganz bestimmten Werth besitze. Es sei 

z.B. gegeben die Gleichung: 

_ rfytpj — dxä'y 

* ix* ^ • 

Ist mm y = /(«); djf » ^x\ix\ und, ind«n mr « ids 

wachsend annebtten: 4*y = ^ir)<i£'+ 9D{a)d'c; so ktaneB vir. 

Av 
^x)=-£ war, 'die letzte Gleichung auch in der Form schreiben: 



oder: ^^s = rfyC^+VU)*^'; 

Weh .= ^'"''''-/"''' °-»(^.' ". '■ 

Euler mdnt also, dass solche vnbeslimnrt sobeiiietideDBrerennalgImdningeD 
ebensogut eiiien bestimmlen Werlh bab«i , wie«. B. (2+V— !)+(! — V— *)i 
tiso eine DifTereni zweier compleien Zahlen, die reeHe Zahl 3 h'efert. 
Ebenso nun , wie in der Definition des Begriffe der Difllereoiiale, |;eht Euler 
auch bei den R«beQ Ton den endlichen Cißerenzen ans. Ist' wieder y 
eine Function von x, wächst x in arithmetischer Progression mit der con- 
stanten Differenz Jx bis zu x-\-Jx, so ist, wenn Y den dazu gehörigen 
Werth Töu JF bezeichnet: 

^ '■*'T^ "•■ ~r2~ "^^ "*^ "~T72.:ä~^ • •'t' t • • ■ 

iLasaen wir nun Vx bis iuNhU abaehmen, jedoch so, dau sMIs ndx^sh, 
= jr^ . 2^ — T^ ■'■7^* J«.«b«ii 4«' Subtfiheoi «• AMt » wird 
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'"**~"' , dV = ri ■ i^ . "■ s- "■ "eniien wir daher j - /(!>, ■■«'* 
also y = /^«+A) so eriialtea wir die Taylor'sche Reihe wieder: 

Wir sehen ans dem Vorigen, dass Euler ebenso wie es Tajlor vor 
ihm getban hatte, rein arithmetische Priiicipien zu Grunde legt, wSbrend 
fast «He Uebrigen dieselben an geonietrischeh Gebilden entwickelt halten. 
Wir sehon ferner, dass Euler erklärte, die Differenziale an sich sei =: 
und ddss nur das VerhSitniss im Momente des Verschwindens am be- 
gtimintes in endlichen Zahlen darstellbares sei. Indem er sich so ab 
Newton und die eine von Leibnizens Methode anschliesst, geht er nidit, 
wie jene, auf die Untersuchung ein, mit welchem Rechte dann mit d«n 
eiäzdnen DifTerenzialen gerechnet werden dArfe. Newton hatte diese Frage 
dadui'ch gelöst, dasi er an die Stdle dei* Momente die Fluxioneu, Leihnü: 
dadurch, dass er an die Stelle der quantitales inassignabües , zU denen 4x, 
({y im Momente des Vec^chwhidens werden, quanlilat«s assignabtles , <rf>#, 
(rf )5f fünsetzte , Euler sticht sich hierfiber nicht aus, und rechnet mit deA 
«msebien Differeniialen rfine Weiteres wie mit endlichen Grössen- 



§.13. 

Die Compensalion der Fehler. 

' Beiwr wir die DifferenziahvclHwng vetiseseii , . muss noch auf eine Ab- 
sicht aubneriisam gemacht werden , die , wenn sie ^iMgel«hlet wurden wäre, 
dter MeÜBode des lineudlichkleinen ei^e .vUlig siehen Basis rqrschafll haben 
würde, die aber leider bisher nur andeutuujcsneise. erwähnt wird. Obschop 
nSmllch, wie im Früheren gesagt,. wurde , die Theorie des Unendlichkleinen 
sehr bald sich verbreitete und 'viele und" bereitwillige Anhiiiger fand, so 
konnte es doch nicht fehlen, dass nach Gründlichkeit strebende HSnner ihr 
enlgegentratea. Der er^te, der in dieser Beziehung, und gegen Leibniz a?Ibs(, 
_aullrat, war, wi« oben erwi^hnt wurde, derNiederländej' Nieuwentüt. Na*^ 
dems^eu trat, wvigstjqH *i(Ji(t mit studier Eotscbi^iden^ejt, geraumeZeil hiar 
_6f^IC\, Niemaud gegen ditscjbe d/^U GUucbwahl aber gab. es moKX noehMänner 
genug, die eoMdder, ^'HD^g«iiBv'>die JnfiHtenDidfMhnnBg.ükerbaApt, ia 
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flirar Gestalt tovM als FloxioiU', wie tls I^nnäJrechmog gnmdBlti- 
li(^ niclit anwandten, und die Methode der Allen' TAnogen, Uieils aber 
auch nur der DUferenzialrechnung, insofern sie in ihr nur die Theorie des 
Uneadfichkleiaea kannt«, abhold waren, jedoeh nidits Besseres an ihre 
Stelle EU setzen vennocbten. In di«sein Skuie trat ein anoofmor Autor*) 
{im Jahre 1734 auf und unterwarf sowohl die Newton'sche fliixions-, wie 
die LeibniziaclK IHSerenzialrecbnui^ einer strengen KiitiJi**). Was der- 
selbe gegen die erstere sagt, z. B. das es widersinnig sei, eine Gt&sm 
an ein halbes Incremeot wachsen zu lassen, wie Newlou in »einen Prin- 
cip. getban hatte (s. f. 3) , ist berats im Obigen seines Ortes berück^di- 
tigt wordui. Ebenso der Vorwurf, den man mit Recht der Theorie des 
DneBdlichUeinen machen muss, dass dieselbe, indem einife Grfisseu als 
unendücbklein im Verfßeich mit den übrigen Ternachllssigt werden, ein 
juur annäberuiigsweise richtiges Resultat geben li6ane> Auch der Uu^o- 
naonte kommt, wie Nieuwentüt früher gethan hatte, auf diesen Umslaad 
lorück. ghickiicber jedoch als dieser giebt er ein Vedabren an, wie we- 
joigstens in der, Anwendung der DifferenEidrechnui^s auf Geoipetrie darge- 
thao werden fcAv^e, das« diesp llnrichligl^eit des ResuHaU luir e^ schein- 
bare sei, indem 'allerdings eiu Fehler begangen werde, wenn man einige 
Grossen venachlässigt , dass dieser Fehler aber durch einen zweiten stets 
wieder compensirt, wieder aufgehiibea werde.' Als Beispiel wSlilt er den 
Beweis , der beim Aufsuchen der Subtangente der gemeinen Parabel geluhrt 
werde. Ihre Gleichung ist y* = px'. Nach der Theorie der Diflerenzial- 
-MchmiDg wird nun ein «teDdücfaklme« 9t&tk JIQ in der OrAiMte der 
Tangente (Tig. 44.) aagenonmen, von den niM awniniiDt, dass «s mit 
dem Stacke P^Q der Ordiiata der Pn«bd musstBenfaHe. ttmm stoit 
mm *e Pwptinion anf : rfy : «t» = j : ii*(inij. 

woraus fo^: »ftronj. = j/j-. 



*) «Tbe aeilyst or ■ diKccorse aditressed to ■■ infiflcl malhematiciaD. 
Bf (he antitor of the miaute phiioaoplier. london, 17S4." ttie unUT iem 
IlT«!: ;,Phi1aleihn Ctmaltrifiitaiis respOAMo ad AiralfslaOi* erfchieDene TU^ 
ÜWldigwiiinetiriR fcr naiMasreiihiiwg wUt-mk- teMw «UM uela(^. 

**) 9uWm, in der Eiflleit»ng aünt^ HfifhAda ik» nttkM, «^rrebt siefa 
Aar ,tal VMwar teatlbH mtt geMahirin fcoUeanb^Mtabknl aub . 
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In nnaerm Bebpiele, wo jr' w jw iit, ergibt sich nun, wenn wir jr um 
PiQ = ix und alw y am P^O s dy zunehmen lassen: ($-tdf,* 
— f(s-\-ix) oder 3r*+2j(rfy+rfjF* ■= fx^fdx\ 
oder: äjfrfji = pai+pdJ— j* — rf^'. 

Indem nun der Vorausseliun^ nach px = y'', also jij: — y* = ist, folgt: 
2j(iy = pite — d]/*: 

Non, iShrt der ungenannte Autor fort, gchliesst man gewöhnlich »o: da 
das Quadrat rfy* im Vergleich mit jr, g, p, dx, dg unendlich klein ist, vt 
kann der Subtrahend rechts vernachlässigt werden und min folgert somit 



aus unserer Gleichung : dy ■ 



pix^ 



mithin -7- ^ — - 

ig 

oderdajr'=p3:var:iw&tmjr. =■ 2«*. 

Daw Aeios Verfahren feUadiaft sei, lencbtel mm sogleich ein, indem die 

dg'* 
Grösse -~ we^elassen wird. Allein der ungenannte Verfasser beweist 

die Richtigkeit des Resultats folgendermaassen : Es werden hierbei offenbar 
zwei Fehler begangen, der eine mdem man die Linien QK und 0^*2 ^* 
ideulisch nimmt und QR durch äy bezeichnet, hierbei wird jedefifalTs ein 
Febler begangeii , dessen Maass das Linienstück /jR , welche vernachlässigt 
wird, ist; der zweite Fehler entsteht durch Ausscheidung des SuhtrahenSen 
—-. Suchen wir nun die Länge der Linie P^R, mitbin die Crosse des 
■rstoi Foidcn zu srmittdn; sie werde divoh » baejehnst, wähAWl 
1^ 3= Oi^, PiQ ^ dx uL Nkcfa (inem von ArvUQniw «ufgflttaUiMi 
Satte Min T<rhilt eich %x:y =. dziig-^^u; 
woraus folgt: « = ^ dy. 

Da nun jp* = pr, also j: = &- ist, so folgt: 

Wird dieM io den WeHh Dir « aa die Stelle TOO dx eiogeeeut, so w- 

D,i„Mb, Google 



- IM 



giebt Bich: w = — — ' ^ —dy; 

. ds' 

oöer « = ~r—- 

Es igt also u genau gleich dem weggelassenen Subtrahenden in der Gleichung 

Denselben weglassen, heisst also nichts aoderei, als die Linie PjA za QP, 
hinzuaddiren , d. b. es wird auf diese Weise der früher begangene Fehler, 
daBs QP^ mit QR identificirt worden war, woraus, wenn dx, dy noch 
für endÜcbe Grössen angenommen werden , die unrichtige Gleicbung : 
tublang. = y-r hervorging, wieder aufgehoben. Weit entfernt also, durdi 

rfa* 
VemacblässigUDg von -^- einen zweiten Fehler zu begeho und die Un- 

iy 
richtigkeit des Resultats zu vergr^issern, wird gerade hierdurcb dasselbe 
ZU einem absolut richtigen. Nur a%er^ bemeilu der Autor, s^ es üoe 
unrichtige Vorstellung, wenn man das Glied -^ wegen seiner Kleinheit 
vnbeacblet lasse, es geschehe eben hur desswcgen, um zu einem richtigen 
Resultate zu gelangen. 

Nach diesem anonymen Verfasser sprach sich auch Euler ") dabin 
aus, dasG durch Vernachlässigung einiger DilTerenziale Fehler ausgeglichen 
würden, allein er bemerkt diess nur im Vorbeigehn, ohne sich auf eine 
weitere Ualersucbung dieses Gegenstandes einzulassen. Es scheint auch 
eine solebe nicbt wieder angestellt worden zu sein bis auf CamoL Audi 
dieser zeigt **) , dass durch das Vernachlässigen von einzelnen GUedem die 
Rechnung nur bericbl^t, ulcbt unsicher geniacbt wbrde. Es sei z.B. die 
Sabtangente der ElUpw gesucht Man nehme, wie es LeibiÜE Ihat, an, 
'Itieselb« sei «in Aggregat nnendlicb kleiner Lmien, wie Q?^ (Ftg..39), ler- 
ner sei M^Mi => iViOi = Js; iV,P, =: Ag; so folgt, «lass Äe Linie 
PiPt um so kleiner wird, je kinner Jx, Jy angenommen werden; es 
wird also , je kleiner diese Bind , um so richtiger die Proportion gelten : 



*) [ostiluliones caiculi differentialis etc.. Inlroil actio, 
**) „Oeuvres raatliimati^ues" par citoyen Carnol, A fiasle 17SS. „Re. 
'fleiiou mr la mitapbysiqiie du »Icnl inperieur.'* 
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P,Ni : ftIV. = > : «Ha»». 


oder: 


Jg ijx ■> y : IKbtang. 


milhin «ini: 


"»"■»«■ = »^- 



Sind nun a, b, die Halbadisen der Ellipse, so ist ilire Gleichung; 
w* =r — ■(*' — *')> mitlün ist atich: 

also: ^^-g!. 2y + ^y , 

2y4 

Sehen wir ab vom Zeichen und Ternachlissigen Js und Jy, so Tcdgl: 
a> '•> 

MHbtang. = ^■^■ 

Dass nun diese Gleichung eine nicht näherangsweise , sondern absolut 
richtige ist, lässt sich nach Carnot dadurch nachweisen, dass nach einem 
bdiaanten Satze die Subtangente S/iS der ElUpse ebenso gross ist als 
die des Aber derselben Abscisse beSndficben Punktes P, eines mit der 
grossen Halbachse a der Ellipse als Radius beschriebenen Kreises. Es ist 
also ^ON^S ein rechter, mitlim, wenn die Ordinate M^Q, durch g" 
bezeichnet wird: MiS = sublang, = — ; und da y' = -ry ist, wenn 

y = Af,Pj, so folgt: MiS 3t suhtütig. = — . ^; milhin. dasselbe Re- 
sultat, ■ml% es durch VeraaAlilgatguiig von Js, Jg erhallen wap. Im 
GruRde d»er, bemerkt Carnot, wird hierdhn^ kein Fehler begM^en, Son- 
dern nur (Be Varichti^eit, Ae in der Ahnabm6 liegt, die Ellipse bestehe 
aus einffli Aggifegate gerader Linien, Q^P-i, wieder ausgbgtichen , «Is« diA 
RiehtigbeJt Aa HetliBimg ho-ge^tellt. So kommt es, dass CaTnot abCn- 
teriuHi du' Rithtif^eit eines ResolUts angiebt, dasselbe ddrfe keine der 
willhtthriichen Grfiiisin, Jx, ^y, mehr enthalten, und sich dahin aus- 
spricht, dass dieselben nicht allein verhacUässigt werden können, soo* 
dem müssen. 

Es ist W(^ nicht lu leugnen, dass durch eine weitere AusbdduDg 
dieser fbeorie da- Canapeusation der Fehler das Verfahren der VernadtUssi- 
(fung einzelner Nieder, wie es in der Methode des Uueudlichkleiiien ausgeObt 
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wird, auf dne «ichere wd lwi8eei»c^fU>(4w Basis zurücligefiäiTt werden 
kann. Freilidi wird dies immer leichter bmd in d^n Anwendungen auf fi«o- 
DKtrie, ah in der reinen AnaJysis; immer aber müssen dabei «inij^e SäUe 
als bQkmnt TonusziiBetien sein, -wie z.B. der Satz, dass die Subtangente 
der Ellipse der des Kreises mit der grossen Halbachse als Halbmesser 
gWcb sei Ton Carnot, der Apollonische Sntc, dass bidi bd der P»sbet 
2jr:jr = dr:dif+u veriiaUe, roa den) an»nymeu Verfasso' als enriesen 
angesehen wird. Solche Sätze mAssten natflrUdi erst unabhängig von den 
Hölfsmitfeln der höheren Mathematik, nach der synthetischen Methode der ' 
Alten, auf phoronomische oder sonstige Weise dargelhan werden, und das 
sowohl, als der Umstand, dass in jedem einzelnen FaHe «in besonAerer Be- 
weis ^fßhrt werde» mOeste, indem sic^ eine allg^peifi gültig« ^eUiodo 
■ichl anwenden lässt, ist wohl der Gnatd, weshalb die Theorie der Fehler- 
compensation bis jetzt noch nicht weiter aasgebildet word«i ist. 



Capitel m. 
Die OariTatiOBsreckiing. 

S. 14. 

Lagrnnge's Derivationsf ecKavvg* 
Ks 19 gewiss niMJiwüTdig, dass bald migikäaa die I^eifaniglfefa-Wf^ 
fische PhÜMOpbie dunch Kant dte tbdüidieil Stow vibtiMa hatte, tmb 
eine neue, von der VorsteAmg dte Ubendlidkleinen irbie, AiAswwg 4w 
hßbena AiialrBia*-an das Licht trat. Schda l^jht umi £t4«r klAUa m 
ihrer DarstflUoag der DiffetenoBlreciinuQg ^ HOlfe taimitmtittvr VünUtl' 
Imgen entsagt und dadurch dieseibe ■HerdiSga in güittirW AUgKnfWgU- 
tigkeit, tfä von den bengedden Fbacehi, <dii; die Varatdlffig 4t* Kimaw* 
ttr den menschlichen Geist mit sich ftihrt, eben dadprch aber ag^ ab- 
stracter und weniger anschaulich gemacht, kurz die DiffereiuialfeebwDg 
gSn^^b auf das Gebief der rehien Analyst» gdzogen, Noch weilen gii^ in 
der Abstraefioo Lagrange, 4er tod Abu» FiBldaiaaa taUx^ gte d«r Atialys«, 
vom Bagriffe der Funeüon SM soglliich die bfinitMinidrdiiqug «nfbuile. 
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^ia Verptnri. nAiblidi igt folgeudei ^) : ' BÜa hezflicbns. f(x) otne FdUitioR 
t«n a; g^tBÜt Uf dtr Viatk, dejk diescfflM hat, wana die Vuiattele ■ bf» 
aor ir+A gewachsen ist. Lagrange setzt oud. als gewies TonaSt da^ eich 
f(x + h) in eine nadi Potenui) roQ A fortschreitende Hfil^e entwickeln lasse 
foadarr#im /H«.+A)a= ^o*^+i,iV + ^,A'^+ .... 
Cm nnD die Coelfidenten Jg, Jj, ii.s.w. zu hetlinunCn, bedesken firFolr 
gendefc Da die fechte Sf^ der Ql^ich^ng, wie die linke für h = den 
AnftngBmer^ f{v) gdwn muas, ae Ibigt, dass Üe Exponenten ladbar i)A- 
flitivc Zahlen sein mOflasa, weil, wenn einer derselben uegatir wSre, die 

i 
rechte Seite fBr A = den unzulässigen Ausdruck -^ lierem würde. Da aber 

ferner für A = die rechte Söte nur den einen Werth f(x) annehmen 
muss, so folgt, dass die Exponenten auch nur ganze Zahlen sein könneUj 
denn kämen gebrochene Zahlen unter ihnen, also Wurzeln vor, so würdeQ 
wegen der Vieldeutigkeit derselben für A =- mehrere Werijie herauskom- 
meii. EndUch folgt aus der angegebenen Bedingung , dass das erste Glied 
Von A frei sein müss^, daipit für A = sich nicht die ganze rechte Seile 
anntillire und dass das erste .Glied = fi.^) sei. Es ist also die Jteihe von 
derlFonn':. f{x+k)=f(x)+Ah+Bk* + Ch^ + ...., 

indem La^range voraussetzt, dass im Allgemeinen sämmtliche Potenzen von - 
h sich finden. IJm nun Ä, B, C, u. s. w. z\x finden, bedenken wir, das^ 
die Gleichung, indem man sich auf der rechten Seite den allen Glieder^ 
mit Ausnahme des ersten gemeinschaflUchen Factor A herausgesetzt denken 
kann , jedenfals die Form hat : 

wenn a «ne Function von x und A bezeichnet. Dies ergietrt sich schon 
daraus, da^ aus eben dieser Gleichung folgt: 

Wir könnet fdso a diveh ^(ai, A) bezeichnen, so dass fix-^-K) s 
/(j*) + A . 9)|(»,' j^ wird. Zugleich ei^ieht sich aus dem Bisherigen, da 
a = ^ + SA^£ä#-^v...9>(a, A).iBt; .^ss es sink in ewCi Thcöle theÜBB 
lässt, deren e^«f? d^ Jt, entMU, «Iß* in A^lgemmeu ein^ Function blos 
von x-fiX, decen «aiertc fpitts Function von x und A ist und A als Factor 

- •>4tH!Wga4 „.yqiJÄ,d«»fefH9^<PI(ffl*'lMfittW<"l'<lHv-fidiU;^^^ 
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«ntbUt. Der von A freie Theil kaim nim oflenbar, da Sät k = 9, 9(.r,A) 

in q)(x) mius, keia anderer seia als ip{s) ulbst; ea ist also g>{jr,h)^ 
g>(x)+k.tf){x, h), tmtiän wird: 

A*+A) = A*) + * •?'(*)+**■ V<«'*)-' 
Indem sua ytieder 'i{i{x, ht = fftix) + k\ xt*r ^) iBt,,u.B.w. wbSH man 
durch immer neues Zerlegen die Reibe: 

fiX+h}=fix)+h.^x)+hhpix)+k'x('H--. «) 

Was die Convei^oz betrifft, so kAnnea die Bedii^agen derselben ttach 
den bisherigen ganz allgemeinen Betrachtung«! natürlich nicht angegeben 
werden, es leuchtet aber ein,.dass, da die unendhche Reihe für A ^ con- 
vergirt, mdem ihre Summe dann = /(x) ist, irgend ein Werth von A exi- 
Btirt, für den die Summe der auf irgend ein GUed folgenden Glieder kleiner 
ist als dieses selbst, insofern dies nicht unter unendlicher Form steht. Bis 
jetzt ist nun zwar gezeigt worden, dass die CoefBcienten der einzelnen Po- 
tenzen von A im Allgemeinen Functionen von x sind, es ist nun noch zu 
entwickeln, nach welchem Gesetze sie von einander abhäageo. Zu dem 
Zwecke suchen wir den Werth von /ia;4A-fft). Dieser, k^inn nun auf 
doppelte Weise gefunden werden, entweder indem wir in ot) nur A-|-it an 
die Stelle von A setzen, oder indem wir in derselben Gleichung x+k 
an die Stelle von x setzen und die CoefBcienten f{jc+k), gtix + k) u, s. w. 
in Reihen verwandebi , die nach demselben Gesetze wie die Reihe o) nach 
h , so nach b fortgehen. Durch das erste Verfahren erhalten wir nach a) 
die Gleichung: 

fiJ^+h + k)=fix)Hh + k).'r(x)+ih + k)\tpix) + ik+k-)x'ix-)+... 
oder nach Potenzen von A und k geordnet: 

(x + h+k) =: fix)+hq-ix)+h^.\(,lx)+ k*x(.x)+.. 
+k9{x)+2kk^x) + U^kx Jf)+ . . 

+i».V<»J+3A*>x(»>+.... J fi) 

Durch du zwebe oben erwähnte Verrabren orbatten wir aus a)r - 

/t«+A+*> = /(ai+*>+Ay(«+*>+ÄV(«+*) ■ 

:+A«x(»+*?+.... ■ . ■/> 
Kun leuchtet ein, dass sich /(*+*)> 9'C*+*')> VC^'+Jt), z(*+*) «• s. w. 
in Reiben verwuidebi lassen, ihe nach Potenna Von k fortjeheo, d)eiKo wi« 



by Google 



- IM - 

sich fiJe+K) in eme nach Potenzeo tm I tetukrejtende Hailu MtnigltUa 
Usst. Lügraiige selzt datier: 

f(jr+k, =* f^)+kru)+i*n-^) + t*r(«)+ .•■- t) 

u. s. IT., wft die Coefficienten von k in einer noch unbekannten Betlefauftg 
zu den TrüfaereD, /(si, (p{x) u. s. w. stehen. En leuc&let ein, dass hier tia 
Irrthum Ton Seiten Lagrange's obwaltet. Denn indem in der Gleiclmng or) 
die Coeffideaten Tfm h kein h mehr enüialten, mflsficn sie offenbar £esel- 
ben M»ben, wir mft^ f'X+h) oder f{j + k) in eine Aeibe vNirandehi. 
Es mflssea also in der Gleichung |) die CoerGcienten von k d!e»elben BHa 
wie in a) die ron k. Indem dies nieht berücksichtigt wird, kann es nicht 
wunderbar sein, dass sich ein nicht richtiges Besultat «rgiebt. Denn wer- 
den die TonLagrange aufstellten Reihen für ffjD-i-k), ip(le^rki a.s. w. in 
die Gleichung f) eingeMlzt, so erhSlt man: 
f(x+k+k) = fix,+ */'(*)+ ftY'(*)+ kT'- 

+kffx)-¥ ftlt9>'(«)+ Ä*rV(* + *t*9f'V V *^ 

+ • ■ ) 

TerglRJchen wir mm ia Aea baiden fflr ftm+h-^k) au%e9tatlteD Gleichun- 
geü ^ und d*) die gleichen Poteniea von h und k, 8« erhalten wir dl« 
GJeidliiingeii: 

»)(») = /•("'), S|«») = rW . 3);(J-) = ,11' (») 

y») »=/"(*)• 3z(*) = »"l») 

«(■»)-r'"l 



r.)+...] 



folglich: 

LafhMffe bdillt TM den Reibea in «fj nur die beidea «rHeB btrnmlaka 
bai. M dfen er nur «rbäh: 

Da- BUH, «büeut er w«ilnr j «gn^fi bbetaso aus fix), wie f'(x) tm /[drt 
abgeleitet Trird, und 9>(x) = /'(xj ist, so ist g>\jr) = f"{x), so dass unsere 
GlacbuaceB Imlea: 

9>(a)=!(-^, V'W = -j7ä-. j^J) = — g- 1 .a . » ' • 
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QBd die Gleichung ä) dünAtt die Form an: 

ein Resultat, welches mit der Gleichung t) in ^Hdersprudi steht, indem 
«U derselbea, wenn das ganz wülkflrliche it =: A angenommen wird , Mgen 
würde: /{x+hi = flx)+hfXx)+h*f"ir) + h'f"(.») + --- 

i Diese UniuUnglichkeit der ron La^aoge gegebenen Begründung ward 
Qbrigens schon Trufa erkannt und hereits von Grelle *) vermieden. lud«u 
lUmHcb his zur Gleichung f excl. Alles so ble8>t wie iriher, ti^t an die 
SteUe der Formel f, : 

ftx+ki = fix} + ktp(pD) + k^ipix) + k*x<x) + ... 
die anderen Gleichungen; 

ip(x+k) = tF(^)+kf'(t)+k'ip"(x)-i-k*f"'ls)+... 
u. s. w. bleiben dieselben. Es gebt also die Gleichung dO über bei locht 
ersichtlicher Äendenuig der Anordnung in : 

. /(»+*+*) = /(*)+ htp(x)+h* if/ (x) + k* z(*)+... \ 
... +k(}<(x)+hk'ip'(ti + h*ktlfix) + l*kx'{a>)+...j 

+t'r(-r)+wv(')+»"*'r'(')+*'*yv)+... l 

Werden jetzt die Coefficienten von A und k in den Gleichungen ß)' und S) 
Terglivhen , so , erhalten wir die Relationen : 

. . .f '(*) = 2 ■ V »)• folglicb V<*") — W^^)' 

■ V^W =«3 -Xi'), .. X<*) = tX''a>), 

■ 9>"(') ^-^Xl'^), „ -Xi") = W(x) o. 8. w. 

Nun ist i(j(x) der CoefGcient von A* der Reihe*, die entsteht, wenn in /(s) ' 
des 0) um A wSchst, g>'ix) ist der CoeBlcient ron 1, wenn wir iä ^(z) 
du xvm k zunehnen lassen, a. b.w. Aber ip'lx) entsteht auf dinctte 
Weise aus if>{x) wie <p(x) aus f(x). Man findet also den Cotfficimten 
leitet von A', wcon man znent x in x+k übergehen ISsst und so den 
CoolBüenten von A, nämUch tp(x) bildet, dann in qnU) das « um it zu- 



*) „Versach einer rein algebraischen und dem gegen wlrtigen Zmlnid« 
der Hathemaiik angemessenen Oarttellong der Rechnung mit ferlBderlicbek 
GrOsseii." Von August Leopold Crelie. ^itbigeu. ISIS. 
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Mbmen Ibst, so ^'(^i;) eriiilt und dios durch di« Anzahl dw Operalioiien 
nlmlicb dtirch 2 di?idirt Wird abo.qpCx) durch /'(x) bezeichaM, «o ist 
^\.s), welches aus f)(s) ebessd entsteht wie 7(2) aus f{x), la boeieb- 
nen durch f'\x) ; also wird tp^x) » -^—^ . /"(«). Ferner entsteht i(/'(x) 
ebenso aus t^(dc), wie f(x) aas /c). Wenn also if(*) dunJi /'(x) be- 
zachnet wird, ist ^(x)^ 4a ^jf)-» 1-5 •/'"(«) ww. J""* ]-ji-/"'t*J 
nt bezeichnen, also ist z(*) =? j-ä— •-/'"(")- ^ir eriialten die Bezie- 
hungen: 9<')* + -rw 

1 

1.2 

U.8. W. 

SGtbin lautet die Gleichung er): 

/'(»+*) = A«) +Y/"(a') + -j^ ■ n*) + ,- 2. 3/"'('> +." ■ 
Die -GoelBcientai /'(»), f'lk), u. s.w. nennt nun Lagrange die aus da 
primitiven Funelion /(jr) abgeleiteten oder derivirten, oder die 
Deritirten scidechtweg. Indem nun aus dem Taylor'sclten Theorem bekannt 
ist, dass diese CoftCBcieoten die Differenzialquotienten der UrfuncU«a f[xi 
sind, erkl&rt es sich, dass „Deririrte" und „ Differenzialquolient " dasselbe 
bedeuten-, da Terner der erstere Name den DiffereozialquotienleQ bedeutet, 
insofern er Coefficient in der Taylor'scben Reihe ist, bedient man sich 
auch wohl des Ausdrucks „Differenzialcoerficient" statt „ Differenzial- 
quotient" 

Der Begriff der Derivation ist dar Fuudamentalbegriff der Lagraoge'- 
schen Theorie. Auf die weitere Entwickehing derselben brauchen wir uns 
hier nicht weiter einzulassen, nachdem die Beziehung der „D^Tirten" 
zum „Dtfferenzialquotienlen" erläutert ist, da die wichtigsten Sitze, wie 
z.B. die Aublellung des Hestausdrucks bei der Taylor'scben Reihe, mit 
dem die Entscheidung ihrer Cou - oder Ditergenz in jedem eüuelnen Falle 
losanunenhingt , in allen LehrbOchon der Differenzialrechnui^ zu fin- 
den sind. 
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Scfcluss, 

Wenn wir die DarsteUoDg der Terachiedenen Prindpi^ der tnfiiritesi- 
malrechnUng nnr bis aufLägraDge fortgef&hrt und hier digebrodien babeo, 
so geichah dies ms dttn Grunde , weil eiamri die G«8i^hte d6r MbÜm- 
matik Ton dieser Zeit an zu bekannt iBt« siMlHut weil einige Versuche, am 
andere AutTassung der J^rincipien bcrbeiztmiiren , bis jetit wdter keinen 
sichtbaren Erfolg g^abt hab«D, wie die tM Erirst GotUHed Fischer*} Und 
Johann Kar. Hscber**), w9breod zugleich aus äfitn Vorigen ersichUtch sein 
wird, da^g der Fundamentalgedsoke vttn Caurby's gegenwärtig gebriudi- 
licher Theorie der Grenien bereits rof demselbca, aber unentwickelt, toi^ 
banden, und schon vsn N«wton ausgesprochen war. Indem derselbe nun 
weiter verfolgt und klarer hingestellt Wöfde, ^tst^nddie j/qa dem (jHissteB 
TheÜe der jetngen Hatbematiker mit Recht befolgte Grenzmetbode. 



*) ErMl .Gsttfried FiMhw: „Unb)rauehtia( Ab«' d« aiyaiirtnB Sin 
4er bAberen AnalfMi." Berlin. ISU9. 

*) Johann Karl Fischer: „Neue Ansichlan über die Gmadprincipien der 
Differeniiilrechnung. " Leipzig. 1S3I. 
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